MATRIISILASKENTA MS-A0001
TUNTITEHTAVAT VIIKKO 1 (TO-PE)

Harjoitus 1. R2. Vektorien summausta, vektorit 2D koordinaatistossa, vektorit yht#lossé.
Harjoitus 2. R2. Vektorien pituus, kohtisuoruus, pistetulo, vektorien vilinen kulma.
Harjoitus 3. R3. Vektorien pituus ja kohtisuoruus.

Harjoitus 4. Matriisien vélinen summa ja kertolasku. Matriisit yhtalossa.

Harjoitus 5. Matriisi-matriisitulo, matriisi-vektoritulo.

Harjoitus 6. 2D lineaarikuvaukset. Lineaarikuvaus 2 x 2 matriisina.

Harjoitus 7. 2D lineaarikuvaukset. Lineaarikuvausten muodostaminen, lineaarikuvausten
yvhdiste ja matriisien véalinen tulo.

Harjoitus 8. 2D lineaarikuvaukset. Lineaarikuvaus 2 x 2 matriisina.
Harjoitus 9.* Lineaarikuvaukset matriiseina (m X n).

Harjoitus 10.* R™ — R" lineaarikuvaukset ja vektorien pituus ja vélinen kulma.

Malliratkaisuja?

Harjoitus 1.
(a)
ut+v= [

(b)




(¢) Lasketaan ensin au + bv.

by — 20-b | |4
aut+bv=1_ " =g
yhtalot toisiinsa:

Ratkaistaan yhtaloryhméa esim. kertomalla alempi yhtédlo kahdella ja summaamalla

20 —b=14 20—b=14
<~
{—a—|—3b=0 {—2@—1—61)20

=5bb=4=b=4/5,a=12/5.
Harjoitus 2.

(a)

ul = V2 2 = V5, |[v| = V5, |w] = V0
(b)

uv=1-242-(-1)=0,u-w=1-3+2-1=5.

(c¢) Ovat, silla niiden vélinen pistetulo on 0. Tamé& on seurausta siité, ettd

u-v
cosZ(u,v) = —— =0 = Z(u,v) =7/2.
ulfv]
(d) Lasketaan yllaolevalla kaavalla:
. 1
cos Z(u, w) LW 5

ST~ Vevio v -

(u,w) =m7/4.
Harjoitus 3.

(a)

la]| = 12+ (=2)2+22=3,a-b=1-2-2-1+2-0=0.

(b) Ovat kohtisuorassa, koska pistetulo on nolla.
a

(c) Ratkaistaan yhtédlo (a+tb)-c=0
1+4+2¢
a+tb=|-2+t|, (a+th)-c=1+2t—-24+t+2=3t+1=0 = t=
2

Wl =

Harjoitus 4.

(a) A on 2 x 3 matriisi, B on 2 x 3 matriisi.

(b)

A+B:[3 -1 -1

0 -5 1
e

5 6



(¢) Matriisiyhtélossd jokaisen alkion taytyy toteuttaa yhtdls. Voidaan ratkaista esim.
vahentamalld matriisi A puolittain.

5 5 =3
P ]

(d) Matriisitulo méaéaritellddn matriiseille, joista vasemmanpuoleisen matriisin sarakkei-
den méaara on yhtéd suuri kuin oikeanpuoleisen matriisin rivien maéra, eli matriiseille
joiden koot ovat muotoa m x k, k x n. Tamaé ei pida paikkaansa matriiseille A ja B
kumminkaan péin, koska 3 # 2.

Harjoitus 5.

(a)

9 _1 1 ) 3
AB{1 4],BA 1 -1 -3
-1 4 6
Koot 2 x 2 ja 3 x 3.
(b)
! 3
Bx=|1 ,A(Bx)—[ }
-1 -3

vaikuttaa siltd, ettd (AB)x = A(Bx).
Harjoitus 6.

(a)

tor= 2] 201= 1) seu =[] = [1].

(b,c) Alkuperéinen nelié mustalla, A:n vaikutus punaisella, B:n vaikutus sinisell4.

I S S

(d) Matriisi A kaksinkertaistaa pisteet z-koordinaatin suuntaan, mutta pitié y-koordinaatin

ennallaan. Kuvaus B pitaé y-koordinaatin myos ennallaan, mutta siirtda x-koordinaattia
y-koordinaatin verran.



Harjoitus 7.
(a) Aiemmasta tehtavistd opittiin, ettd matriisit voi péaétella niiden kdyttaytymisesta
kantavektoreita kohtaan. Mietitdan mitd kuvaus A tekee yksikkévektoreille e; ja es:
e e; kiidnnettyns 90 astetta myoStdpaiviian on [0, —1]T.

e e, kiidinnettyni 90 astetta myStipaiviian on [1,0]T = e;.

A:Dl (ﬂ

e e peilattuna z-akselin suhteen on edelleen e;.

Siispa
Kuvaus B taas

e e, peilattuna z-akselin suhteen kisintyy kokonaan ympiri, eli on [0, —1]T.

Siten

(b) Lasketaan:

1 0 0 1 0 1 0 1(|1 0 0 -1
Bod= {0 —1} {—1 0} - [1 0} » Ao B = {—1 0} {0 —1} - [—1 0]'
Voitaisiin my0os paatelld sanallisen kuvauksen perusteella mita kantavektoreille tapah-
tuu ja laskea siité.

(d) Koska (Ao B) # (B o A), kuvausten jirjestykselld on eroa. (Ao B)v = [~1,-2]T
mutta (Bo A)v =[1,2]T.

Harjoitus 8.

(a)

A2 _ cos?f —sin®  —2cosfsinf
7| 2sinfcosf cos?f—sin?0|"

(b) Koska kahdesti pyorayttdminen on sama asia kuin pyordyttdminen kaksinkertaisen
kulman verran, pitee A2 = Agy. Tésté saadaan (a)-kohdan avulla

cos?f —sin?@  —2cosfsinf]  [cos20 —sin20
2sinfcos®  cos?h—sin’H|  |[sin20 cos26 |’

eli

sin 20 = 2sinf cos 6, cos20 = cos? 0 — sin? .



Harjoitus 9.* Viite: jokainen lineaarikuvaus F' : R — R™ voidaan esittdd m x n-
matriisina.

Todistus. Koska {e;}}'_; muodostaa kannan R™:lle, voidaan miké tahansa vektori v R™:ssé
ilmaista muodossa
n
vV = E v;€;.
i=1

Koska kuvaus F' on lineaarinen, patee
F(V) = F (Z viei> = ZF(v,ez) = ZU,;F(GZ‘),
] ; ‘

eli vektori F'(v) riippuu vain siitd, mitd arvoja F antaa kantavektoreille e;. Jokainen F'(e;)
on jokin R™:n vektori, ja voidaan siksi kirjoittaa muodossa F(e;) = [Ays, ..., Api] | joillekin
skalaareille A;; € R, i = 1,...,n, j = 1,...,m. Sijoittamalla namé vektorit aiempaan
lausekkeeseen saadaan

Ail A11 N Aln

—1 i=1
’ ‘ Aim Aml e Amn
eli lineaarikuvaus olikin oikeastaan matriisivektoritulo.

Harjoitus 10.* Olkoon A : R™ — R" lineaarikuvaus joka siilyttdd vektorin pituuden
samana. Silloin A sdilyttda myos vektorien valiset kulmat.

Todistus. Otetaan vektorit u ja v. Pitee |u+ v|? = |u|? 4+ 2u - v + |v|?, jolloin myds

A+ V) = |Auf® +2(Au) - (Av) + | Av]?
= [u? +2(Au) - (Av) + [v]%.

Yhdistamalld |(u + v)|? = |A(u + v)|? saadaan

a2+ 2u-v + [v[2 = [u]? + [v[2 + 2(Au) - (Av) = u-v = (Au) - (Av).



