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Harjoitus 1. 2 x 2 kdénteismatriisi.

Harjoitus 2. Todistustehtédva kéddnteismatriiseista.

Harjoitus 3. Vektorien kohtisuoruus.

Harjoitus 4. Vektorien kohtisuoruus ja Gram-Schmidt.

Harjoitus 5. Ortogonaalisuus ja determinantti.

Harjoitus 6. Normaaliyhtilo, pienimmén nelisumman ratkaisu.
Harjoitus 7." Polynomit vektoreina, polynomien derivaatta matriisina.

Harjoitus 8.* Kantavektorit ja 2 x 2 kannanvaihtomatriisi.

Malliratkaisuja

R

Etsi kiifinteismatriisi A~! ja tarkista vastaus laskemalla AA~! ja A71A.

Harjoitus 1. Olkoon

Vastaus. Tapa 1. Etsitdédn Gaussin eliminaation avulla:
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Harjoitus 2. Todistustehtdvi kddnteismatriiseista.

Vastaus. Kuvitellaan, etté olisikin kaksi kd#nteismatriisia, esim. B ja C, jotka toteuttavat
AB=BA=1ja AC = CA = I. Tallsin

=1 =1
AB=AC 25 BAB=BAC — B=C,

eli ”jokainen k##nteismatriisi on yhtédsuuri”tai toisin sanottuna kéénteismatriisi on uniikki.



Harjoitus 3. Vektorien kohtisuoruus.

Vastaus. Lasketaan pistetulot:
vw=2—-240=0,v-u=142-3=0,w-u=2-140=1#0,

eli v on kohtisuora u:n ja w:n kanssa, mutta u ja w eivit kohtisuoria toisiinsa nahden.

Harjoitus 4. Vektorien kohtisuoruus ja Gram-Schmidt.
Vastaus. Ensimmiinen vektori voidaan piti# sellaisenaan: wi; = (1,1,0)". Seuraavasta

vektorista vihennetddn wi:n suuntainen komponentti:
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Voidaan huvikseen vield skaalata murtoluvut pois niin tulee helpompia laskuja, eli wy =
(1,—1,2) 7. Viimeisesti vektorista otetaan pois w; ja wo suuntaiset komponentit:
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tai jos skaalataan nitimméksi niin wg = (—1,1,1)T.

Vaihtoehtoisesti voitaisiin antaa yksikkovektoreina:
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Harjoitus 5. Olkoon
a —b
o- s ]
. Mill&d parametrien a ja b arvoilla @ on ortogonaalinen? Etsi t&lloin det Q.

Vastaus. Halutaan, ettd QT = Q~'. Kaavasta tiedetédsin, etti

_ 1 a bl . a b
Q 1:detQ|:b a:|"]aQT2|:b a:|.

Ném# ovat yhtésuuret kun det(Q) = 1, eli a® + b*> = 1. Voidaan siis valita mitké tahansa a
ja b, kunhan (a,b)” on yksikkdympyrilld. Voitaisiin esittis nimi esim. kulman 6 € [0, 27]

avulla:
a = cosf
b=sinf




HUOM! Kaikki ortogonaaliset matriisit ndyttavat taltd: sddnnostd huomataan, ettd Q11 =

Q22 ja Q12 = —Qa1.

Harjoitus 6. Normaaliyhtdlo, pienimmén neliosumman ratkaisu.
Vastaus. Halutaan ratkaista lineaarinen yhtaloryhmi AT Av = ATb, eli
ata B O, ZI5] o o253
“lo 2]V T [t M
Tarkistetaan r =b — Av = £(=1,2,-1)7 ja
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Harjoitus 7.* Kolmannen asteen polynomin voi ajatella neliulotteisena vektorina axz>® +
br? 4 cx 4+ d > (a,b,c,d)". Etsi matriisi joka kuvaa muunnosta p ~ p’. Voiko samanlaisen
16ytad integraalifunktiolle?

Vastaus. Jos p(z) = ax® + bx? + cx + d, niin p/(z) = 3ax® + 2bz + ¢, eli vektorimuodossa
(3a,2b,¢)". Tutkitaan kiytosti kantavektoreilla...

(1,0,0,0)T ~ (3,0,0)"
(0,1,0,0)T — (0,2,0)7
(0,0,1,0)T ~ (0,0,1)T ’
(0,0,0,1)T + (0,0,0)

eli ”derivaattamatriisimme” on
3000
D=0 2 0 O
0 010

Enti integraali? Huom. kantavektorit vastaavat polynomeja z? kun ¢ = 0,...,3. Voidaan
laskea

f 23dx = ix‘l +C

[ 2?dx = %x3 +C

Jrdo=1s2+C

Jldz=2+C

ja jos jatetddn vakiot C' huomiotta, saataisiin 5 x 4-matriisi
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Valitettavasti vakiota C' ei saada palautettua, esim. [ p'(z)dx vastaisi téssd matriisia
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jolloin az3 + bz + cx + d B 3022 + 2bx + ¢ »i> ax® 4+ bx? + cx.




