


Johdanto

Tama luentomoniste késittad matriisilaskennan perusteoriaa, alunperin tuotettuna Aalto-
yliopiston kurssin MS-A0001 Matriisilaskenta sisaltoa vastaten. Monisteen ei ole tarkoi-
tus kattaa kaikkia matriisilaskennan aiheita yksityiskohtineen, vaan se on suunniteltu
mahdollisimman lahestyttavaksi lukumateriaaliksi aiheeseen ensimmaista kertaa tutus-
tuvalle opiskelijalle.

Tasta syysta joidenkin todistuksien yksityiskohtia on kevennetty tai ne on sivuutettu.
Teoreettisesta tarkkuudesta kiinnostunutta lukijaa kehotetaan taydentamain mahdolliset
puuttuvat yksityiskohdat itse, ja osa naista on tarkoitettu tehtaviksi kurssin laskuharjoi-
tustilaisuuksiin. Matematiikan opiskelussa laskuharjoitusten tekemisen merkitys on hyvin
tarkea, ja tata monistetta ei ole tarkoitettu opiskeltavaksi ilman, etta ohessa osallistuu
myos vastaaviin harjoitustilaisuuksiin.

Opiskelijoita kannustetaan etsimaan myos vaihtoehtoista lukumateriaalia tdman monis-
teen lisaksi, etenkin niile, jotka haluavat syventya aiheeseen jatkossa enemmankin. Mikéali
lukijalla on toiveita lisaysten suhteen tahan monisteeseen, tai tassa materiaalissa ilmenee
virheita, naista otetaan yhteydenottoja lampimasti vastaan.

Monisteessa esiintyvat suomenkieliset termit on valittu kirjoittajan mieltymyksen mukaan
vastaamaan mahdollisimman paljon puhekielessa kaytettavia ilmaisuja. Joillain kasitteilla
on useita eri nimia, ja naita on pyritty mainitsemaan myos melko kattavasti.

Luentomonisteen lopusta loytyy sanasto, jossa esitellaan tassa materiaalissa kaytetyt
termit. Sanaston on laatinut Etna Lindy.
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1. Vektorit ja Matriisit

Tassa luvussa esittelemme taméan materiaalin perusobjektit, vektorit ja matriisit, joiden
kasittelyyn myohemmat aiheet perustuvat. Tarkalleen ottaen kasittelemme tassa ma-
teriaalissa ldhes yksinomaan reaalisia vektoreita ja matriiseja. Tama tarkoittaa sita,
etta vektorimme vastaavat n-ulotteisen reaalisen avaruuden R”™ pisteita, ja matriisimme
naiden avaruuksien lineaarikuvauksia.

Vektorit R":ssa

Vektori on matemaattinen kasite, jolla voidaan nappéarasti pakata useampia lukuja yhteen
objektiin. Esimerkiksi luvut 3, —5, ja 1.5 voidaan asettaa kolmiulotteiseen vektoriin

3
v=|[ -5
1.5

Vektorissa esiintyvilla luvuilla eli sen komponenteilla on jarjestys, eli esim vektorit

3 -5
v=|-5 ja  w= 115
1.5 3

esittavat eri vektoria. Yleisessa n-ulotteisessa vektorissa on n komponenttia, eli vektorin

T
T2
VvV =
Tn
komponentit ovat xy,...,x,, ja ne ovat tassd luentomonisteessa aina reaalilukuja R:ssa,

ellei toisin sanota. Tama vektori v on tarkalleen ottaen pystyvektori eli sarakevektori.
Vastaava vaakavektori eli rivivektori olisi

VT:(.CIZ'l Ty - l’n)

Talla hetkella pysty- ja vaakavektorit eroavat toisistaan ainoastaan kirjoitustavassa, mutta
palaamme matriisien yhteydessa asiaan uudestaan. Tarkoitamme vektorilla tyypillisesti
aina pystyvektoria.

Vektoreiden tulkintatavat

Yksi vektorin kasitteen vahvuuksista on se, etta vektoria voi ajatella monella eri tavalla:

Vektori on lista: Vektoria voidaan ajatella listana informaatiota. Esimerkiksi jos ti-
etyssa lahikaupassa on 2400 tuotetta myynnissa, niiden hinnat voisivat muodostaa 2400-
ulotteisen vektorin. Tama vektori voi olla tallennettuna kaupan tietokantaan, ja hintojen
kasittely onnistuu taman vektorin kautta.

Vektori on piste avaruudessa: Vektoria voidaan ajatella pisteena n-ulotteisessa avaru-
udessa. Esimerkiksi kolmiulotteisen avaruuden jokainen piste maaraytyy sen x-, y-, ja z-
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koordinaatin avulla, joten jokainen kolmiulotteisen avaruuden piste (z,y, z) vastaa yhta
vektoria

<
I
SIS

Talla tavalla vektoreille voidaan antaa geometrinen merkitys, ja samalla tavalla myos
yleisen n-ulotteisen avaruuden R™ pisteitd voidaan ajatella n-ulotteisina vektoreina (vaikka
geometrinen hahmottaminen menee n:ssé ulottuvuudessa vaikeammaksi).

Eras térked piste R™:ssé on origo, eli piste (0,0,...,0), jonka kaikki n koordinaattia ovat
nollia. Tata vastaava pystyvektori, jossa on n nollaa, tunnetaan myos nollavektorina

yleensa nollavektoria merkitaan kuitenkin vain symbolilla O.

Vektori on nuoli, jolla on pituus ja suunta: Etenkin fysiikassa vektorit tulkitaan
usein nuolina, jotka maardytyvit niiden pituuden ja suunnan avulla. Tamé tulkin-
tatapa voidaan samaistaa edelliseen tapaan seuraavasti. Annettuun pisteeseen R™:ssé
voidaan piirtaa nuoli origosta, ja taman nuolen pituus ja suunta maaraytyy pisteesta
yksikéasitteisesti. Tamé antaa erityisesti jokaiselle R™:n vektorille pituuden eli normin,
joka voidaan myos laskea kaavasta

X
X2

|V]:\/a:f+x§+~~+x%, missi v =

T



Tama tulkintatapa antaa vektoreille lisaa geometrista merkitysta, ja se auttaa monesti
hahmoittamaan vektoreiden ominaisuuksia ja kasittelya.

Vektori on matemaattinen objekti: Abstraktein tulkintatapa on ajatella vektoria v
yksinkertaisesti matemaattisena oliona, jolla on tiettyja ominaisuuksia ja laskutoimituk-
sia. Téassa kontekstissa vektori voi esittaa paljon yleisempaa asiaa kuin aarellista listaa
lukuja. Vektorit voidaan myos esitella abstraktimmalla tavalla kuin tassa monisteessa
matemaattisten vektoriavaruuksien teorian kautta. Emme kasittele vektoriavaruuksia
tassa materiaalissa yleisesti, mutta suosittelemme niihin tutustumista niille, jotka halua-
vat syventaa matemaattista ymmarrystaan aiheesta.

Tutustutaan seuraavaksi vektorien peruslaskutoimituksiin.

Vektoreiden laskutoimitukset

Vektoreiden hyoty matemaattisena kasitteenéd ilmenee viela paremmin erilaisten vektor-
eiden laskutoimitusten ja toimenpiteiden kautta.

Vektoreiden peruslaskutoimitukset ovat:

Yhteenlasku. Kaksi samankokoista vektoria v, w voidaan laskea yhteen komponenteit-
tain:

T U1 T1+ Y Ty Y1
T Y2 To + Yo L T2 Y2
viw= | [+||= s missav= [, w=|"

Tama voidaan tulkita geometrisesti myos seuraavan kuvan osoittamalla tavalla.



vV+w W

Skalaarikertolasku. Mikéli a on jokin reaaliluku (eli skalaari), ja v on vektori, voidaan
vektoria v kertoa luvulla a seuraavasti:

X1 axrq I

i) ary L i)
av = a . = . s missa v =

Tn aly Tn

Positiivisella skalaarilla @ > 0 kertominen pitaa vektorin suunnan samana, mutta ker-
too sen pituutta luvulla a (mieti miksi). Negatiivisella skalaarilla a < 0 kertominen
tekee melkein saman, mutta vaihtaa vektorin suunnan kaanteiseksi. Vektorin kertominen
nollalla @ = 0 antaa aina nollavektorin tulokseksi.

Vektoreiden laskutoimituksilla on samanlaiset laskusaannot kuin reaaliluvuilla, kuten
e Symmetrisyys: v+ w =w + V.
e Liitdnnaisyys: u+ (v+w)=(u+v)+w.
e Osittelulaki: a(v 4+ w) = av + aw.

Néama peruslaskutoimitukset maarittavat avaruuden R™ vektoreiden rakenteen. Téahan
liittyva térked késite on lineaarikombinaatio (tai lineaariyhdistely).

Maaritelma 1.1. Kahden vektorin v, w lineaarikombinaatio on mika
tahansa vektori muotoa

av +bw, missa a,b € R.

Yleisemmin N vektorin vy, ..., vy lineaarikombinaatio on mika tahansa vek-
tori muotoa

a1vi + asvo + - -+ +ayvy, missaaq,...,ay € R.

Palaamme vektoreiden lineaarikombinaatioiden tarkempaan késittelyyn osiossa Aliavaru-
udet.



Esimerkki 1.1. (Standardikanta). Avaruudessa R™ on hyddyllisté erotella joukosta seu-
raavat ns. standardit kantavektorit:

1 0 0

0 1 0
€ = . ’ € = . ) Tty €, =

0 0 1

Nama n vektoria muodostavat R™:n vektoreille ns. kannan, eli jokainen R™:n vektori
voidaan esittad yksikasitteisella tavalla naiden vektoreiden lineaarikombinaationa. Tama
on helppo tarkistaa, silla jokaiselle vektorille v voidaan laskea:

T T 0 ]. 0
To 0 0 0 0

vV = : = : +...+ : = : ++xn : :xlel_i_..._'_xnen'
Ty 0 Ty, 0 1

Néaiden kahden peruslaskutoimituksen lisaksi vektoreilla on monia muita hyodyllisia op-
eraatioita. Yksi tarkeimmista on vektoreiden pistetulo eli sisatulo:

Maaritelma 1.2. Kahden vektorin pistetulo lasketaan kaavasta

X1 Y1
X2 Y2

vew=| [ | =Tyt Tyt Taln.
T Yn

Pistetuloa merkitddn myos (v, w), ja se antaa siis aina reaaliluvun tulok-
seksi.

Esimerkki 1.2. Vektorin pituus voidaan laskea pistetulon avulla kaavasta

V= /a3 +ag+-tat= Vo,

Esimerkki 1.3. Erdassi kaupassa on 2400 tuotetta myynnissa. Tuotteiden hinnat ja
kokonaismaarat on tallennettu vektoreihin

1,99 ¢ 12 kpl
5,99 e 0 kpl

Vhinnat = . 5 Vmidrat — .
12,49 e 24 kpl

Kaupan kaikkien tuotteiden yhteenlaskettu arvo voidaan nyt laskea suoraan pistetulosta

Kokonaisarvo = Viinnat * Wit -



Toinen geometrisesti merkittava kasite on vektoreiden valinen kulma. Kaksi vektoria
v ja w voidaan tulkita kahtena origosta lahtevana nuolena. Naiden nuolien valilla on jokin
kulma «, joka kulkee radiaaneissa valilla [0, 7), ja jonka voi aina selvittda kaavasta

v-w = |v||w|cosa.

Tarkista seuraavat ominaisuudet:
e Pistetulo on symmetrinen, eli patee v-w =w - v.

Pistetulo on bilineaarinen, eli jos u, v, w ovat vektoreita ja a skalaari, niin

(u+v) - w=u-w+v-w ja (av) -w=a(v-w),
seka vastaavasti

u-(v+w)=u-v+u-w ja v (aw) = a(v-w).

Vektorit v, w ovat kohtisuorassa eli ortogonaaliset, jos niiden valinen kulma on
7/2. Taméa tapahtuu tasan silloin, kun v - w = 0.

Vektorit v, w ovat samansuuntaisia tasan silloin, kun v - w = |v||w]|.

Kahden vektorin valinen kulma ei riipu niiden pituuksista.



Matriisit
Siina missd vektori tarjoavaa tavan asettaa useampi reaaliluku yhteen listaan, matriisi
koostuu kokonaisesta taulukosta lukuja. Esimerkikki matriisista voisi olla vaikka

2 0 -1
=20, -
Tassa matriisissa on kaksi rivia ja kolme saraketta, joten sita sanotaan 2 x 3-matriisiksi.
Tata merkitaan A € R**3, ja lukuja 2, 3 kutsutaan myds matriisin A dimensioiksi tai

sen kooksi. Matriisissa esiintyvia lukuja sanotaan sen alkioiksi. Yleista m x n-matriisia
voidaan merkita

11 Q12 A1n

Q21 Q22 Q2n,
A= ]

Am1 Am2 - Omp

Talloin matriisin A kohdassa (i, 7), eli rivilld 7 ja sarakkeella j, 10ytyy alkio a;;. Téta
voidaan lyhyesti merkitd my6s A = (a;;). Alkiota kohdassa (7, j) merkitdén myos A;;

Avaruuden R" pystyvektorit ovat itse asiassa vain n x 1-matriiseja, ja vaakavektorit 1 x n-
matriiseja. Matriiseja voidaan ajatella myos listana vaaka- tai pystyvektoreita. Tutustu-
taan tahan esimerkin kautta:

Esimerkki 1.4. Kaavan (1.1)) matriisi A voidaan tulkita myos seuraavalla kahdella eri
tavalla:

Rivivektorit: Matriisi A koostuu kahdesta rivivektorista

Ri=(2 0 -1) ja Ry=(5 2 —5).

Tété voidaan merkitd myos A = (El)
2

Sarakevektorit: Matriisi A koostuu kolmesta sarakevektorista

() 5o+ 5o

Tata voidaan merkita myos A = (81 S, Sg).

Matriiseja voidaan myos laskea yhteen ja kertoa skalaareilla samalla tavalla kuin vektor-
eita, kunhan yhteenlaskettavien matriisien dimensiot ovat samat. Esimerkiksi:

2 -1 -1 1 10 L0 20
o 2)" o 1)7\o3) 20 “H=10
-3 1 6 —2
Matriisien yhteenlaskun suhteen tarkea perusmatriisi on nollamatriisi, jonka alkiot ovat
kaikki nollia. Esimerkiksi 2 x 3-nollamatriisi on siis

o ._ (000
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Nollamatriisi on matriisien yhteenlaskun suhteen neutraalialkio, eli sen lisadminen ei
muuta lisattavaa matriisia.

Matriisien olennaisin peruslaskutoimitus on kuitenkin niiden kertolasku.

Matriisien kertolasku

Matriisien kertolasku on toiminto, jossa otetaan kaksi matriisia A ja B, ja muodostetaan
kolmas matriisi AB. Kertolasku tapahtuu yhdistamaélla jokainen ensimmaisen matri-
isin A rivi ja toisen matriisin B sarake seuraavasti.

Olkoon A m X n-matriisi ja B n X k-matriisi. Talloin matriisitulo AB on hyvin maéritelty,
ja se tulee olemaan m x k-matriisi. Muistisaanto talle on seuraava:

(m xn)(nxk)— (mxk).

Olennaista on, ettd matriisissa A on yhtd monta saraketta, kuin B:ssa riveja. Muuten
matriisikertolaskua AB ei ole maaritelty.

Uuden matriisin AB alkiot voidaan laskea yksitellen seuraavasti. Jos halutaan selvittéaa
matriisin AB alkio kohdassa (i, j), otetaan matriisin A rivi ¢, matriisin B sarake j, ker-
rotaan vastaavat luvut keskendén, ja summataan ne yhteen. Siis esimerkiksi

3 5
2 0 2 18 16
Gad(a)-(m) oo

Yleisemmin, jos A = (a;;) ja B = (b;;), niin matriisin AB alkio kohdassa (4, j) saadaan
kaavasta

(AB)ij = aitbij + aigboj + - - + @inby;.
Matriisien kertolaskun laskeminen késin on lahinna tyolasta kirjanpitoa, mutta kasitteellisesti

matriisien kertolasku avaa niiden todelliset merkitykset ja sovellukset.

Kertolaskun suhteen tarkea perusmatriisi on identiteettimatriisi eli yksikkomatriisi.
Identiteettimatriisissa on aina sama maara riveja ja sarakkeita, eli se on ns. neliomatriisi.
Yleinen n x n-identiteettimatriisi on muotoa

01 - 0
In: .
0 0 - 1

Siis se on n X n-matriisi, jonka diagonaalilla eli (7,7)-kohdissa olevat alkiot ovat kaikki
ykkosia, ja muut alkiot nollia. Identiteettimatriisia merkitaan yleensa pelkastaan sym-
bolilla I, kun sen koko on selvé kontekstista.

Identiteettimatriisilla on se tarkea ominaisuus, etta silla kertominen ei muuta kerrottavaa
matriisia. Siis jos A on m X n-matriisi, niin

Al, = A ja myos I, A=A
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Huom!! Matriisien kertolaskun maaritelméasta on melko suoraviivaista ndhdéa, ettd ma-
triiseja kerrottaessa jarjestyksella on valia. Esimerkiksi m x n-matriisin A ja n x k-
matriisin B tulo AB on maaritelty, mutta tulo BA ei ole maaritelty, ellei m = k. Vaikka
molemmat kertolaskut olisivatkin maariteltyja, on tyypillista, etta tulot AB ja BA anta-
vat taysin eri tuloksen.

Palaamme matriisin kertolaskun eri laskusaantoihin ja ominaisuuksiin pian uudestaan.
Kaydaan kuitenkin heti pari uutta sovellusta, joita matriisikertolasku avaa.

Esimerkki 1.5. Yliopistokurssilla opiskelijan arvostelu perustuu harjoitustehtaviin, seka
vali- ja loppukokeen tuloksiin. Opiskelijoiden arvosanat on tallennettu matriisiin

0.9 085 0.89
0.84 0.77 0.81

M, arvosanat — )

0.64 0.82 0.93

missa jokainen rivi vastaa yhta opiskelijaa, eli sarakkeiden luvut ilmaisevat opiskelijan saa-
man osuuden kokonaispisteistd harjoituksissa/vélikokeessa/loppukokeessa. Jos kurssiar-
vosanan painotukset ovat

0.3

Vpainotus = 0.2 )

0.5

niin jokaisen opiskelijan lopullinen suoritus saadaan laskemalla tulo

0.9 0.85 0.89 0.885

0.84 0.77 0.81 0.808
Marvosanatvpainotus = . . . = .
. . . 0'5 .

0.64 0.82 0.93 0.821

Esimerkki 1.6. Mustavalkoista kuvaa, jonka resoluutio on 1024 x 1024 pikselia, vastaa
samankokoinen neliomatriisi, esim.

0.012 0.013 --- 0.434
0.014 0.016 --- 0.442
0.671 0.677 --- 0.96

missa jokainen alkio kuvaa vastaavan pikselin kirkkautta. Tutkitaan samankokoista ma-
triisia

3100 0
1210 0
1{o1 21 0

B=71001 2 0
0000 3
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Tamén matriisin B avulla kuvaa A voidaan sumentaa seuraavasti. Matriisitulon A +—
BA muodostaminen vastaa toimenpidetta, jossa jokaisen pikselin kirkkaus a;; korvataan
painotetulla keskiarvolla sen viereisten pikseleiden kirkkauksien kanssa:

1
ij = Zl(a(z‘—l)j + 2aij + agiy1y;),

eli painotuksella 1 : 2 : 1. Reunapisteita painotetaan suhteessa 3 : 1 viereiseen pikseliin.

Vastaavasti pystysuuntaan saman toimenpiteen voi toistaa kertomalla A:ta B:lla oikealta,
eli A— AB.

Molempiin suuntiin sumentaminen onnistuu tekemalld nama molemmat toimenpiteet, eli
soveltamalla muunnosta A — BAB. Tata muunnosta voidaan myos toistaa, ja sumentaa
kuvaa A niin paljon kuin halutaan. Kuvassa esimerkki muunnoksen soveltamisesta 25
kertaa.

A — B25AB%

~

Kuva: Matriisimuunnoksen A — BAB toistuva soveltaminen sumentaa ku-
vaa enemman ja enemman.

My6s monia muita kuvankasittelytoimenpiteita voidaan tuottaa matriisien avulla.

Matriisit lineaarikuvauksina

Myo6s matriiseja voidaan tulkita geometrisesti, ja tama tulkinta selvenee, kun matriisilla
kerrotaan vektoreita.

Olkoon A m x n-matriisi, ja v pystyvektori R":ssa, eli matriisina tulkittuna v:n dimensiot
ovat n x 1. Talloin matriisikertolasku Av on maéritelty, ja sen dimensiot ovat m x 1, eli
kyseessa on m-ulotteinen pystyvektori.

Siispa m x n-matriisilla A kertomista voidaan ajatella operaationa, joka ottaa syotteeksi
n-ulotteisen vektorin, eli pisteen avaruudessa R™, ja tulostaa m-ulotteisen vektorin, eli
pisteen R™:ssé. Talloin matriisia A voidaan ajatella myds kuvauksena/funktiona

A:R" 5 R™ v Av.
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Y

Kuvapuoli

y Lahtopuoli

Kéaytamme téssd luentomateriaalissa samaa symbolia esittdmadn sekd matriisia A, ettéa
sen maaraaméaa lineaarikuvausta A : R — R™. Téasmallisesti ottaen ndméa ovat kaksi eri
matemaattista objektia, jotka vastaavat toisiaan luonnollisella tavalla.

Esimerkki 1.7. Lineaarisena kuvauksena tulkittuna identiteettimatriisi 7 : R® — R" on
yksinkertaisesti avaruuden R"™ identiteettikuvaus, eli kuvaus

Iv=yv,
joka kuvaa jokaisen pisteen itselleen.

a=(1 %)

vastaa kuvausta tasossa, eli A : R? — R?. Tarkalleen ottaen matriisi kuvaa tason pisteen
(x,y) uudelle pisteelle kaavalla

)= 0)- ()

Esimerkki 1.8. Matriisi

y Lahtopuoli Kuvapuoli 7
A A
- V;W‘ ‘, ,,,,,
€2 : ‘V Aey
: x ‘ 1
0 e Ae, 0

Mita tdma tarkoittaa geometrisesti? Kuvasta voidaan havaita, ettd matriisi A kiertad
jokaista pistetta origon ympéri vastapaivaén (eli positiiviseen suuntaan) tasan 90 astetta.
Tallaista matriisia sanotaan kiertomatriisiksi tai rotaatiomatriisiksi, ja jokainen
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origokeskinen kierto tasossa annetulla kulmalla 6 voidaan esittaa yksikéasitteisella tavalla

2 X 2-matriisina:
A — cosf —sinf
9= \sinf® cosh |-

010
A‘<001)

Vastaa kuvausta A : R® — R2 Matriisi kuvaa kolmiulotteisen avaruuden pisteen (x,y, z)
kaksiulotteisen tason pisteelle kaavalla

x x
010 Yy
Ho)=2=G@a ) -
z z
Geometrisesti tatd matriisia voi ajatella ns. projektiona. Se lahettaa jokaisen avaruuden

pisteen sen (y, z)-koordinaatteihin tasossa, eli litistdd kolmiulotteisen avaruuden kahteen
ulottuvuuteen.

Esimerkki 1.9. Matriisi

Matriisikertolaskun laksusaannot

Matriisikertolaskulla on my6s monta tarkeaa laskusaantoa, jotka avaavat matriisien ge-
ometrista tulkintaa viela enemmaéan. Tutustutaan seuraavaksi naihin laskusaantoihin ja
niiden geometrisiin tulkintoihin. Kaikki seuraavaksi esiteltavat kaavat on mahdollista
todistaa oikeiksi suoraan maaritelmista pienella tyolla, mutta pidamme esityksen tiiviina
ja sivuutamme todistukset.

Kertolaskun liitannaislaki. Jos A on m X n-matriisi, B on n X k-matriisi, ja C' on
k x [ matriisi, niin patee

(AB)C = A(BC).

Koska sulkujen paikalla ei ole valia, voidaan ylla olevaa tuloa merkita yksinkertaisesti
ABC. FErityisesti jos C':n paikalle laitetaan on k x 1-vektori v, niin huomataan, etta

(AB)v = A(Bv).

Tamé antaa myos kahden matriisin kertolaskulle geometrisen tulkinnan: Tulo AB
vastaa yhdistettya kuvausta A o B : RF — R™, joka saadaan kiyttamalld syotteeseen v
ensin kuvausta B : R¥ — R", ja sitten tulokseen Bv kuvausta A : R® — R™.

Kertolaskun lineaarisuus. Mikali A ja B ovat molemmat m x n-matriiseja, ja C' ja D
n X k-matriiseja, patevat molemmat osittelulait

(A+ B)C=AB+BC, ja A(C+D)=AC+ DC.
Liséksi jos t € R on skalaari, patee
A(tC) = (tA)C = t(AC).

Erityisesti seuraa, ettda matriisilla kertominen pelaa hyvin yhteen vektoreiden lineaarikom-
binaatioiden kanssa. Mikali vy, ..., vy ovat n X 1-vektoreita ja q, ..., gy ovat skalaareja,
niin

Alpvi+ - +anvVvn) = AV + - gvAvy.
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Kun matriisia A ajatellaan kuvauksena A : R™ — R™, niin yllaoleva ominaisuus tun-
netaan linearisuutena. Jokainen matriisi maéarittelee siis lineaarisen geometrisen ku-
vauksen, eli lineaarikuvauksen.

Kaanteinen vaite patee myos: Jokainen kuvaus F' : R" — R™, joka on lineaarinen eli
toteuttaa ominaisuuden

Flgvi+--+avvn) =aF(vi)+ -+ qvF(vn)

kaikilla mahdollisilla vektoreiden v; ja skalaarien ¢; valinnoilla, maarittyy erdaasta m x n-
matriisista A = (a;;). (Todistus harjoituksissa)

Tarinan opetus: Matriisit voidaan tulkita geometrisesti tdasmalleen lineaarisina ku-
vauksina A : R™ — R™. Téllaisiin lineaarikuvauksiin kuuluvat mm. erilaiset venytykset,
kierrot, peilaukset, ja niiden yhdistelmat.

Matriisien geometrisen tulkinnan ansiosta niilla on laajasti sovelluksia tietokonegrafi-
ikassa, robotiikassa, navigoinnissa (ilmailu, avaruus, yms.), ja monilla muilla aloilla, joissa
kasitellaan koordinaatteja ja niiden valisia muunnoksia.

Lineaarikuvaukset ovat kuitenkin vain yksi tapa hyodyntaa matriiseja, ja esittelemme
tulevissa kappaleissa lisaa matriisien ominaisuuksia seka sovelluksia. Tutkitaan viela
esimerkkien kautta pari uutta tulkintaa matriisien kertolaskulle.

Esimerkki 1.10. (Markovin prosessit). FErdédssd kyldssid sdd on paivittdin joko au-
rinkoista tai sateista. Seuraavan paivan saa riippuu aina edellisen péivan saasta seu-
raavalla tavalla:

e Jos tanaan paistoi aurinko, huomenna auringonpaisteen todennékoisyys on 0.8 ja
sateen 0.2.

e Jos tanaan satoi, huomenna auringonpaisteen todennakoisyys on 0.4 ja sateen 0.6.
[Imaistaan nyt paivittainen saatilanne vektorina

_ (auringonpaisteen todennakoisyys
P= sateen todennékoisyys ’

Mikali tanaan paistaa aurinko, tiedetaan, etta taman paivan todennakoisyysjakauma on

(1
Huomisen todennakoisyysjakauma saadaan aina kertomalla muunnosmatriisilla
0.8 04

M = <O.2 O.6) '
Eli huomisen todennakoisyysjakauma olisi

0.8 0.4\ (1 0.8

Mp = (0.2 0.6) (0) - (0.2) '

Viikon paasta jakauman voi laskea kertomalla matriisilla M seitsemén kertaa:

0.6672128)

ML) = Mo = (T
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0.66...
0.33...)°7
joka kuvaa sita, etta kylassa satunnaisesti valittuna paivana vuodesta todennéakoisyys
auringonpaisteelle on 66.6... % ja sateelle 33.3... %.

Téamén toimenpiteen toistaminen suppenee (varsin nopeasti) vektoriin po, =

Esimerkki 1.11. (Vierusmatriisi). Erdén yhtion lentokoneet litkennoivét kolmen kaupun-
gin valilla. Lentoratoja kuvaa ns. vierusmatriisi, 3 X 3-matriisi

01
M=1{10
11

o = O

missé matriisin alkio kohdassa (7, j) on yksi, jos kaupungista i on kaupunkiin j kulkeva
lentoyhteys, ja 0 muulloin.

Kuva: Kenttien valiset lentoradat.

Tutkitaan, mita matriisi M? kuvaa:

Hieman tata laskua tutkimalla huomataan, ettd matriisin M? alkioista voidaan lukea,
montako yhden vaihdon reittia l0ytyy kaupungista ¢ kaupunkiin j:

Esimerkiksi kaupungista 1 paasee kaupunkiin 3 yhdella vaihdolla vain yhta eri lentoreittia
pitkin — kaupungin 2 kautta. Kertolaskussa tama ilmeni siina, ettd matriisin M alkiot
kohdissa (1,2) ja (2, 3) ovat molemmat 1, ja muita vastaavia pareja rivilla 1 ja sarakkeella
3 ei ollut. Korostaen:

0 1 0 01 0 1 0 1
1 0 1 10 1 =112 0}), sillal=0-0+1-140-0
1 1 0 11 0 11 1

Vastaavasti kahden vaihdon lentoreitteji voi laskea matriisilla M3, ja niin edespain. Yleis-
esti ottaen matemaattisten verkkojen teoriaa voidaan tutkia myos matriisien avulla, ja
matriisit yksinkertaistavat monen verkoissa esiintyvien suureiden laskemista.

Edellisen kahden esimerkin opetus on, ettd matriiseilla voidaan myos kuvata erilaisia
muuttuvia systeemeja, kuten satunnaisesti muuttuvan jarjestelman kehitysta ja polkujen
maaria matemaattisessa verkossa.
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Transpoosi

Viela yksi hyodyllinen matriisioperaatio on transpoosi, joka maaritellaan seuraavasti.
Mikéli A = (a;;) on m x n-matriisi, niin sen transpoosi on n x m-matriisi AT = (a;;).
Kaytiannossa tama nayttaa talta:

3 -1
A:(_31 2 g) o oAT= (2 =3
50

Transpoosi siis vaihtaa rivit sarakkeiksi, ja painvastoin. Pystyvektorin transpoosi on aina
vastaava vaakavektori, ja tasta saadaan pystyvektoreiden pistetulolle myos kaava

v-w=viw=wlv,

missa kaksi jalkimmaisintéa lauseketta tulkitaan matriisitulona.

Neliomatriisia A sanotaan symmetriseksi, mikili AT = A. Siis esim. matriisi

on symmetrinen. Transpoosin kaksi peruslaskukaavaa ovat

(A+B)" =AT+BY ja (AB)' =BTA". (1.2)

Liséksi transpoosilla on tarkea yhteys vektorien pistetuloon

v (Aw) = (ATv) - w kaikilla vektoreilla v € R™, w € R". (1.3)

Matriisitulon rivi- ja sarakekehitelma

Matriisituloa voidaan toisinaan yksinkertaistaa jakamalla kerrottava(t) matriisi(t) pienem-
piin palasiin. Yksi tarkea esimerkki tasta on matriisin ja vektorin tulo, joka voidaan
esittda napparasti rivi- ja sarakevektoreiden avulla. Mikali A on m X n-matriisi ilmais-
tuna muodoissa

11 A2 - Qip R,
G21 Q22 -+ Q2p R,
A= ] ] ) ] = ) :(Sl Sy ... Sn),
Am1l Am2 " Qmn Rm
niin sen tulo mielivaltaisen n x 1-vektorin v = (Vl Vo - vn) kanssa voidaan laskea
myo6s kaavoista
R1 RlV R{ v
R2 RQV Rg A%
R., R, v RT .v




ja

X1

4
AVZ(Sl 82 Sn) . :ZL‘181+ZL’QSQ+"'+ZL‘HSn

Tn

Viela yleisemmin, on usein hyodyllista jakaa matriisi pienempiin palasiin eli lohkoihin.
Esimerkiksi 3 x 4-matriisi voitaisiin jakaa seuraavasti

110 3 1
A= =2]-16 5
0 -1 2 —1

Lohkoihin jaettaessa matriisi pilkotaan siis pienempiin osiin, joista jokainen osa itsessaan
esittdd matriisia. Jos kaksi matriisia A ja B on jaettu sopivan kokoisiin lohkoihin, voidaan
matriisitulo laskea myos kaavalla

AB — Al AQ Bl BQ . AlBl + AQBg A1A4 + AQB4
- A3 A4 Bg B4 - AgBl + A4B3 Ang + A4B4 ’

mikali kaikki tassa esiintyvat lohkojen matriisitulot ovat maariteltyja, eli lohkot on valittu
sopivan kokoisiksi, ettd matriisitulot onnistuvat.

Esimerkki 1.12. (Yksinkertainen hakualgoritmi). Tietokannassa on 95000 eri tietuetta.
Jokaista tietuetta vastaa yksi 500 x 1-vektori v;, ja niista muodostetaan normalisoidut vek-
torit u; = v;/|v;|. Vektori u; on siis se ykkosen pituinen vektori, joka on samansuuntainen
kuin vektori v;. Vektoreita u; vastaavat vaakavektorit tallennetaan 95000 x 500-matriisiin

T
u;

M = :
Wg5000
Olkoon h hakusana, joka on myo6s normalisoitu ykkosen pituiseksi 500 x 1-vektoriksi.
Talloin matriisitulon rivikehitelma antaa

ul u; -h
Mh = : h =
T
Ug5000 Ugs000 - h

Tuloksena saadun vektorin komponentit u;-h vastaavat vektoreiden u; ja h vilisen kulman
0; kosinia, silla normalisoinnin takia

u; - h = |u||h|cosb; = cosb);.

Mita lahempéana taméa kosini on ykkosta, sitd lahempané vektorit u; ja h ovat toisiaan.
Nyt jos vektorin Mh komponentit jarjestetaan suuruusjarjestyksessa, niin voidaan nahda,
mitka tietueet parhaiten vastaavat hakusanaa h.

Tama menetelma on varsin alkeellinen, mutta myos hienostuneemmat hakualgoritmit
kayttavat paljon matriisilaskentaa. Esimerkiksi Googlen asema suosituimpana hakukoneena
pohjautuu sen 2000-luvun alussa kehittamaan algoritmiin PageRank, joka soveltaa ma-
triiseja vahvasti. Lisaa tasta myohemmin.
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Bonus: Kompleksiluvut matriiseissa

Tassd materiaalissa keskitymme matriiseihin, joiden alkiot ovat kaikki reaalilukuja. Sek&
sovelluksia, ettd matriisien taytta teoriaa varten on kuitenkin tarve esitella myos kom-
pleksiluvut ja tutkia myos matriiseja, joiden alkiot ovat naita kompleksilukuja.

Kompleksiluvut ovat jélleen yksi uusi tapa ajatella tason pisteitd. Tason pistetta (x,y)
vastaa kompleksiluku
x + 1y,

missd ¢ on ns. imaginaariyksikko, joka vastaa y-akselin pistetté (0, 1). Kompleksiluvun
z = x + iy koordinaattia = kutsutaan sen reaaliosaksi Re(z) ja koordinaattia y sen
imaginaariosaksi Im(z).

Kompleksiluvut elavit siis tasossa R?, jota kutsutaan tissi kontekstissa myos kom-
pleksitasoksi, ja sitd merkitaan symbolilla C. Jokaista reaalilukua x voidaan ajatella
kompleksilukuna x + 70, ja kompleksitasoa usein ajatellaan reaaliakselin laajennuksena.

Kompleksilukuja voi laskea yhteen samalla tavalla kuin vektoreita:
(x+1y) + (a+1ib) = (x +a) +i(y + D).

Kompleksilukuja voidaan kuitenkin kertoa keskenaan samoilla saannoilla kuin reaalilukuja,
kun asetetaan lisiehto i? =i * i = —1. Télloin yleinen kertolasku menee kaavalla

(x +1y)(a +1ib) = wa + 2(ib) + (iy)a + (iy)(ib)
= xa +i(zb+ ya) + i’yb
= xa — yb+ i(xb + ya).

Kuten vektoreita, myos kompleksilukuja voi ajatella niiden pituuden eli modulin

2| = o +iy[ = Va? + 3

seka suunnan avulla. Tasossa suunta maaraytyy taysin kulman suhteen, joka komplek-
silukuun z piirretty jana origosta muodostaa reaaliakselin suhteen. Tata kulmaa kutsu-
taan kompleksiluvun argumentiksi ja merkitaan arg z.

Kompleksilukujen kertolaskulla on yksinkertainen geometrinen tulkinta: Kahden kom-
pleksiluvun z; ja 29 kertolaskussa lukujen z; ja 2o modulit kerrotaan keskenaan, ja argu-
mentit summataan. Siis

|2122] = |21]] 22/, arg(z129) = arg z; + arg 2.

Kompleksiluvun z = x + 1y liittoluku eli kongugaatti on

zZ=x—1y.
Liittoluvun ottaminen vastaa kompleksitasossa peilausta z-akselin suhteen. Talloin patee
myo0s, ettd |Z| = |z| sekd argZ = —argz. Liittoluvun hyddyllinen ominaisuus on, etta

kompleksiluvun moduli saadaan myos kaavasta

2] = 2% + 9% = (z +iy) (v — iy) = 2Z.
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Kompleksiset matriisit

Myo6s kompleksilukuja voi asettaa matriiseihin samaan tapaan kuin reaalilukuja. Jos A
on m X n-matriisi jonka alkiot ovat kompleksilukuja, merkitaan A € C™*". Esimerkiksi

1+i —1
A_<1—2i —i 3@)

on kompleksinen 2 x 3-matriisi.

Kompleksimatriisien kertolasku lasketaan aivan samalla tavalla kuin reaalisten matri-
isien, mutta toki alkioiden valisia kertolaskuja laskettaessa kaytetdaan kompleksilukujen
kertolaskua.

Ainoa oleellinen muutos on transpoosia laskiessa. Kompleksisten matriisien yhteydessé
sovelletaan transpoosin sijaan lahes aina konjugaattitranspoosia. Konjugaattitrans-
poosissa annetun matriisin A = (a;;) rivit ja sarakkeet vaihdetaan jélleen, mutta liséksi
jokainen alkio korvataan sen liittoluvulla. Sitd merkitdéin A* = (@;;). Esim. ylla
madaritellyn matriisin A konjugaattitranspoosi on

1—7 14 2¢
A= -1 l
—1 -3

Syy, miksi tavallinen transpoosi ei kelpaa, piilee kompleksisten vektorien pistetulossa.
Kahden kompleksilukuja sisdltavan vektorin pistetulo maaritellaankin kaavalla

U1 w1
(V,W) = 010071 + -+ - + U, W, missiv=| : |, w=

Un, Wn,

Jalkimmaisen vektorin komponenteista on otettu liittoluku, silla tdma takaa, etta piste-
tulosta saadaan edelleen vektorin pituus kaavalla

(v.v) =|v[".
Nyt konjugaattitranspoosille patee aina kaava

(Av,w) = (v, A"w).

21



2. Aliavaruudet

Tasséa luvussa vahvistamme ymmarrysta siita, miten matriisit kayttaytyvat lineaariku-
vauksina, ja mita avaruuden osajoukkoja niiden kasittelyyn liittyy.

Aliavaruuden virittaminen

Aloitetaan esimerkkitilanteesta, jossa meilld on kaytossa kaksi vektoria

-1
v=1 0 ja w
0

I
_ o =

jotka elavat siis kolmiulotteisessa avaruudessa R?. Naiden vektoreiden virittama joukko
eli span koostuu kaikista niiden lineaarikombinaatioista, ja sitda merkitaan

span(v,w) = {av + bw : a,b € R}.

Koska tdama joukko varmasti sisaltad myos kaikki jasentenséa lineaarikombinaatiot, on se
esimerkki ns. aliavaruudesta eli vektorialiavaruudesta.

Maaritelma 2.1. Avaruuden R” epatyhja osajoukko V' on aliavaruus,
mikali kaikki sen vektoreiden vyq,..., vy € V lineaarikombinaatiot

a1vi + asvo + - - - +anvy, ai,...,ay € R

kuuluvat edelleen osajoukkoon V.

Geometrisesti aliavaruus on aina joko suora, taso, kolmiulotteinen avaruus, tai niin
edespéin. Myos triviaali aliavaruus V' = {0}, joka siséltdd pelkén origon/nollavektorin,
on térked erikoistapaus. Jokaisen aliavaruuden tdytyy aina sisdltdd nollavektori (koska
ylla voidaan valita ay,...,ay = 0).

Edella annetut vektorit v, w virittavat tasmalleen xz-tason, silla jokainen xz-tason piste
voidaan lausua muodossa

x —(z—z)+ =2 -1 1
0 = 0 =(z—2)| 0 |+2[0] =(z—2)v+2w.
z z 0 1

Taso on kaksiulotteinen, ja kay jarkeen, etta kaksi vektoria v, w virittaisivat kaksiulot-
teisen objektin. Tama saanto ei kuitenkaan péade ihan aina, silla esimerkiksi vektorit

virittavat ainoastaan suoran, silla molemmat vektorit ovat talla suoralla, ja toinen saadaan
aina toisesta kertomalla sopivalla skalaarilla. Ongelma on, ettd vektorit u ja p ovat ns.
lineaarisesti riippuvia toisistaan.
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Maaritelma 2.2. Vektorit vy, ..., vy ovat lineaarisesti riippuvia, mikali
loytyy sellaiset reaaliluvut aq, ..., ay, jotka eivat kaikki ole nollia, mutta

aivi+---+ayvy = 0.

Muulloin sanotaan, etta vektorit vq,..., vy ovat lineaarisesti riippumat-
tomia.

Lineaarinen riippuvuus ja -riippumattomuus ovat hyvin keskeisia kasitteita vektoreiden ja
matriisien teoriassa, ja tama kasite tulee myohemmin olemaan tarkeassa roolissa monissa
matriisien sovelluksissa.

Yleisesti: Aina jos vektorijoukkoon lisda jonkin niiden kanssa lineaarisesti riippuvan vek-
torin, niin taman vektorijoukon virittama aliavaruus ei muutu.

Sen sijaan N kappaletta lineaarisesti riippumattomia vektoreita vy, ..., vy méarittaa
aina aidosti N-ulotteisen aliavaruuden span(vy, ..., vy). Eli yksi tdllainen vektori maarittaa
aina suoran, kaksi tason, ja niin edelleen.

Kanta

Sanotaan, ettd joukko vektoreita vi,..., vy on avaruuden R" (tai jonkin sen aliavaruu-
den V') kanta, mikali ndmé vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia ja niiden virittdma
joukko span(vy,...,vy) on koko avaruus R™ (tai vastaavasti annettu aliavaruus V).
Mikali kyseessa on koko avaruus R”, taytyy pakosti olla N = n.

Aiemmin totesimme jo, ettd standardikantavektorit ey, . .., e, (kts. Esimerkki maarit-
tavét yhden kannan avaruudelle R™. Avaruudella (tai aliavaruudella) voi kuitenkin olla
useampia kantoja. Esimerkiksi mitké tahansa kaksi vektoria v, w tasossa R? maarittivat
tason kannan, kunhan v ja w eivat ole saman- tai vastakkaissuuntaisia.

Kanta on loistava kasite aliavaruuksien rakenteen ymmaéartamiseen. Emme téassa kiy
yksityiskohtaisia todistuksia seuraaville vaitteille, mutta kehotamme lukijaa pohtimaan
niita omassa rauhassa:

e Jokaiselle aliavaruudelle voidaan loytaa kanta.

e Jos aliavaruudella V' on kaksi eri kantaa, on niissa kuitenkin sama maara vektoreita.
Tété lukuméaéraé sanotaan aliavaruuden dimensioksi tai ulottuvuudeksi (suora
= 1, taso = 2, jne.), ja sitd merkitédén dim V. Triviaalin aliavaruuden {0} dimensio
on nolla.

e Jokaisen k-ulotteisen aliavaruuden V' kantaan voidaan lisata n — k vektoria niin,
ettd ne muodostavat yhdessa avaruuden R™ kannan.

e Jos vektorit vq,..., vy virittavit aliavaruuden V', niin m > dim V. Lisédksi néista
vektoreista voidaan poistaa N — dim V' kappaletta niin, etta jaljelle jaa jokin V:n
kanta.
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Matriisin ydin ja kuva

Jokaiselle m x n-matriisille A on mahdollista méaaritella kaksi tarkead joukkoa. Nama
ovat matriisin A ydin eli nolla-avaruus (eng. kernel)

KerA={veR": Av =0}.

Ydin Ker A koostuu siis niistd avaruuden R™ vektoreista, jotka matriisi A kuvaa nollavek-
toriksi R™:ssé. Toinen térked joukko on matriisin A kuva eli kuva-avaruus (eng. image)

ImA={AveR":veR"}

Kuva Im A siis koostuu kaikista niista vektoreista avaruudessa R™, jotka saadaan jonkun
vektorin v € R"™ kuvavektorina Av kuvauksessa A : R” — R™. Kuva-avaruus voidaan
myos rakentaa seuraavasti:

Matriisin kuva-avaruus on sen sarakkeiden A = (81 Sy - Sn)

virittdma aliavaruus span(Sy,Ss,...,S,).

Tama siksi, ettd matriisitulon sarakekehitelman avulla

T
T2
Av = (Sl Sg Sn> . :x181+x282+~'-+xn8n,
xn
eli matriisin kertominen vektorilla v = (a:l xn)T antaa saman tuloksen, kuin jos

sarakkeista ottaa lineaarikombinaation kertoimilla z;. Kuva-avaruus on siis erityisesti
R™:n aliavaruus, ja sen ulottuvuuksien mé&rd tunnetaan matriisin A asteena (myos
sadannollisyysaste tai rangi)

rank A = dim Im A.

On myo0s varsin suoraviivaista todistaa, ettd matriisin ydin muodostaa aliavaruuden
R":ssa.

Ytimen ja kuvan rooli selviaa pian, kun tutkimme, miten lineaariset yhtaloryhmat ratkaistaan
matriisien avulla. Kaésitteellisesti ne auttavat myos suuresti ymmartamaan matriisien
yleista kayttaytymista, kuten toivottavasti seuraava esimerkki hieman havainnollistaa.

Esimerkki 2.1. Tutkitaan lineaarikuvausta A : R?* — R2, jonka matriisi on

101
A_<O 1 1)'

Talloin A kuvaa kolmiulotteisia vektoreita kaavalla

Aw_l()lx_a:sz
YI=\0 1 1)\Y) " \y+2)
z z
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Matriisin ydin Ker A muodostuu niisté vektoreista, joilla z 4+ 2 = 0 = y 4 2. Siis yleinen
ytimen vektori on muotoa

T —z -1
yl=1—-=2|=21-1
z z 1

Taten ydin Ker A on yksiulotteinen. Vastaavasti matriisin kuva Im A on kaksiulotteinen,
silla jokainen tason R? piste saadaan kuvapisteens esimerkiksi vektorista

x x -
y|l—Aly| = ( ) .
0 0 Y

Siis matriisin aste on kaksi. Matriisi A tiputtaa siis kolmiulotteisesta avaruudesta yhden

ulottuvuuden pois (tdmé ulottuvuus jad ndkyviin sen ytimeen), ja lopputuloksena on
kaksiulotteinen kuvajoukko Im A.

Seuraavaksi vield yksi perusesimerkki matriisien sovelluksista, talld kertaa differenti-
aaliyhtaloiden numeerisessa ratkaisemisessa.

Esimerkki 2.2. (Differentiaaliyhtdlon ratkaisuapproksimaatio). Harmonisen vérdhtelijén
liikettd kuvaa lineaarinen toisen asteen differentiaaliyhtalo, kuten

2’ — 22" + 32 =0,

jossa ratkaistava funktio z(t) kuvaa vérdhtelijan sijaintia. TAmén yht&lon voi ratkaista
numeerisesti seuraavalla tavalla. Maéritellddn ensin y = 2/, jolloin yhtalon voi esittad
kahden yhtalon systeemina

=y

y = —=3x+2y

Ratkaistaan yhtélo numeerisesti alkuarvolla z(0) = z( ja 2/(0) = y(0) = yo. Olkoon
aika-askel pieni luku At, ja méaaritelladn ¢, = nAt, x,, = z(t,) ja y, = y(t,). Talldin

Tpa1 & Ty + 2 () AL =z, + y, At
Ynt1 R Y + Y (t0) At = yo + (=3x5 + 2y,) At

Jos v, = ( "), tama voidaan ilmaista yksinkertaisessa vektorimuodossa

0 1
Vi1 = Vp + At (_3 2) Vi,

josta ratkaisuapproksimaatio saadaan laskettua. Samaa ideaa voidaan soveltaa myos
monimutkaisempiin tapauksiin, kuten useamman muuttujan differentiaaliyhtalosysteemeihin.
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3. Lineaariset yhtaloryhmat

Tutkitaan seuraavaa kaytannon ongelmaa:

Tehtava: Kaupassa omena maksaa kaksi euroa, ja banaani yhden euron. Haluat ostaa
yhteensa viisi hedelmaa, ja kayttaa niihin seitseman euroa.

Taman tehtavan voi ratkaista kirjoittamalla se yhtaloryhmana

rT+y=>

2e+y="7
missa x ja y vastaavat omenoiden ja banaanien maaraa. Tasta ratkaisu on varsin helppo
loytad, mutta kiinnitetaan ennemminkin huomiota siihen, etta se voidaan ilmaista myos

matriisitulon avulla:
11 T\ (D
2 1) \y) \7)’
C 1 1 T 5
Av = b, mlssaA—(2 1),V—(y),b—<7>.

Yleisesti ottaen, jos A on m X n-matriisi, b on m x 1-vektori, ja v on tuntematon n x 1-
vektori, niin yhtalo

eli muodossa

Av=Db
kuvaa yleista lineaarista yhtaloryhmaa, jossa on n tuntematonta, ja m yhtaloa.

Tama avaa matriiseille jalleen uuden tarkean sovelluksen. Esittelemme ensin, mita uutta
teoreettista ymmarrysta matriisit avaavat lineaarisiin yhtaloryhmiin, ja palataan sitten
yhtaloryhmien ratkaisemiseen kaytannossa.

Yhtaloryhman ratkaisujoukko
Tavoitteemme on ymmartaa, milloin lineaarisella yhtaloryhmalla
Av=D

on ratkaisu, ja voiko ratkaisuja olla useampia. Téssé edelleen A € R™*™ ja b € R™ ovat
kiinnitettyja, ja v € R” on tuntematon.

Tehdédan ensin kriittinen huomio:

Yhtaloryhmélla Av = b on ratkaisu v tasan silloin, kun b € Im A.

Tama huomio seuraa suoraan kuvan Im A maéaaritelmasta, silla vektori b € R™ kuu-
luu kuva-avaruuteen tasan silloin, kun on olemassa v € R", jolle Av = b. Huomio ei
valttamatta kerro viela mitdan siita, miten yhtaloryhmaé ratkaistaan kaytannossa, mutta
se kertoo meille esimerkiksi, etta ne vektorit b, joilla yhtalo ratkeaa, muodostavat ali-
avaruuden R™:ssa.

Esimerkiksi jos A : R® — R? on projektio zy-tasoon, niin yhtiloryhmilli Av = b on
ratkaisu vain, jos vektori b on xy-tasossa.
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Ratkaisujoukon rakenne

Mikali b € Im A, taytyy yhtaloryhmalla Av = b olla siis ainakin yksi ratkaisu v. Mutta
voiko naita ratkaisuja olla useampi, ja millaisen joukon kaikki mahdolliset ratkaisut muo-
dostavat?

Tehdaan ensin seuraava paattely: Olkoon v; ja vo kaksi ratkaisua. Talloin
A(Vl—Vg) :Avl—AVQZb—bZO.

Siispé erotus vi — vy kuuluu méadritelmén mukaan matriisin A ytimeen Ker A. Vastaavasti
jos v on yhtalon Av = b ratkaisu ja w € Ker A, niin v + w on my0s ratkaisu:

Av+w)=Av+Aw =b+0=Db.

Siispa matriisin ydin paljastaa ratkaisujoukon rakenteen: Mikali yhtaloryhmalla Av = b
on yksi ratkaisu v, niin kaikkien ratkaisujen joukko saadaan siirtamalla aliavaruutta Ker A
vektorilla v.

Tamén pohdinnan lopputulos on, ettd yhtaloryhméan Av = b ratkeavuudelle on oleellis-
esti kolme eri tapausta:

e Tapaus 1: Yhtalolla ei ole ratkaisua, koska b ei kuulu kuvaan Im A.

e Tapaus 2a: Yhtélolla on ratkaisu v, ja v on yksikésitteinen, silla Ker A = {0} on
triviaali aliavaruus.

e Tapaus 2b: Yhtalolld on ratkaisu v, ja Ker A # {0}. Télloin kaikki ratkaisut
muodostavan ddrettomén joukon (suora, taso, jne.), joka on samanulotteinen kuin
Ker A.

b Im A b ImA = R’

Ei ratkaisua, L
b ¢ ImA Ratkaisuja loytyy

Gaussin eliminaatio

Haluaisimme seuraavaksi 1oytaa menetelmén ratkaista lineaarisia yhtaloryhmia, joka tep-
sii kaikkiin kolmeen ylla johdettuun tapaukseen. Tata varten on olemassa kateva, mutta
varsin mekaaninen algoritmi nimelta Gaussin eliminaatio.

Gaussin eliminaatio perustuu seuraavaan kahteen huomioon:

e Yhtaloryhman ratkaisu ei muutu, jos sen kaksi rivia vaihtaa keskendan paikkaa.
Esim. yhtaloryhmilla

r+y=1 , 3r—2y =28 '
ja on samat ratkaisut.
3r—2y =28 r+y=1
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e Yhtédloryhman ratkaisu ei muutu, jos sen riviin ¢ lisda jonkin toisen rivin j kerrot-
tuna jollain reaaliluvulla. Esim. yhtaloryhmilla

Ty b x2 ja Ty on samat ratkaisut.
3r —2y =38 br = 10

Jalkimmaéainen huomio voidaan perustella silla, ettd toisesta yhtaloryhmasta padstaan
aina takaisin edelliseen viahentamalla rivista ¢ rivi j samalla kertoimella. Naita kahta
toimenpidetta sanotaan rivioperaatioiksi.

Huom! Nama huomiot voi myo6s perustella tasmallisesti matriiseilla. Kahdessa askeisessa
esimerkissa tehdyt rivioperaatiot voi myos toteuttaa kertomalla vasen yhtaloryhma puolit-

tain matriisilla
0 1 tai 10
10 al 2 1)

Tarkista, ettd nain todellakin on.

Gaussin eliminaatio perustuu edelld esitettyjen rivioperaatioiden toistamiseen, kunnes
yhtaloryhma on helposti ratkaistavassa muodossa. Havainnollistetaan algoritmia es-
imerkilla. Ratkaistaan yhtaloryhma

2 4 =2 x 2
4 9 -3 yl =138
-2 -3 7 z 10

Kirjoitetaan yhtaloryhma hieman tiiviimmassa muodossa:

2 4 =22
4 9 =38
-2 =3 7 |10

Nyt sovelletaan rivioperaatioita, ja eliminoidaan ensimmaisesta sarakkeesta kaikki luvut
ensimmaisen luvun alapuolelta seuraavasti:

2 4 =212 2 4 =22
4 9 3|8 <+ —2-(Rivil) = 01 1|4
—2 =3 7|10 < 1-(Rivil) 01 5|12

Sitten eliminoidaan toisesta sarakkeesta kaikki toisen luvun alapuolelta kayttamalla toista
rivia:

2 4 —2|2 2 4 —2|2
01 1]4 - 01 1|4
01 5 |12 « —1-(Rivi2) 00 4|8

Yhtaloryhméa on nyt saatu haluttuun muotoon:

2 4 =22
0 1 1 |4
0 0 48

Tata sanotaan porrasmuodoksi. Yhtaloryhma on porrasmuodossa, kun:
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e Nollarivit (jos niitd on) ovat alimpina.

e Muiden rivien ensimméinen nollasta poikkeava alkio (ns. pivot) on edellisen rivin
pivotin oikealla puolella.

e Jokaisen pivotin alapuolella on pelkkia nollia.

Porrasmuodosta ratkaisu on helppo 16ytaa aloittaen viimeisesta yhtalosta
42=8 = z=2
Tama voidaan sijoittaa toiseen yhtaloon, ja saadaan
y+z2=4 = y=2
Lopulta ensimmaisesta yhtalosta saadaan
20 +4dy—22=2 = x=1

Tama algoritmi tepsii myos tapauksiin, joissa ratkaisuja ei loydy, tai 1oytyy aarettomasti.
Kaydaan lisaa esimerkkitapauksia viela lapi.

Esimerkki 3.1. Ratkaistaan yhtaloryhma

1 2 1|10
1 -1 2|8
2 1 3|16
Ensimmainen eliminaatio antaa
1 2 1]10 1 2 1]10
1 =1 2|8 « —1-(Rivil) = 0 -3 1|-2
2 1 3|16 « —2-(Rivil) 0 -3 1|4
Toinen antaa
1 2 110 1 2 1]10
0 -3 1 |-=2 = 0 -3 1]-2
0 -3 —1|—-4 <« —1-(Rivi2) 0 0 0]-2
Yhtaloryhmé on nyt porrasmuodossa, mutta viimeisessa yhtalossa lukee 0 = —2. Yhtalolla

el siis ole ratkaisua.

Esimerkki 3.2. Ratkaistaan yhtdloryhma

Eliminaatio antaa ensimmaisella askeleella suoraan porrasmuodon
1 —1/2
0 010

Jalkimmainen yhtalo ei anna mitaan ehtoa muuttujalle y, joten y on vapaa parametri.
Sen sijaan ensimmainen yhtalo antaa muuttujalle x ehdon x = 24y, joten yleinen ratkaisu

on 1uotoa
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Esimerkki 3.3. Edellisissa tapauksissa rivien vaihtaminen keskenaan ei ollut tarpeellista.
Tama kuitenkin tulee valilla tarpeeseen, esimerkiksi yhtaloryhmaéssa

0 -1 1|2
2 1 —-1]2

Tassa edellinen tapa aloittaa ei toimi, koska ensimmaisen rivin ensimmainen alkio on
0, eli ensimmaiselld rivilla ei voi eliminoida alemman rivin ensimméista alkiota. Siis
vaihdetaan rivit keskenaan, ja saadaan porrasmuodossa oleva yhtaloryhma:

2 1 —-1]|2
0 -1 1 |2

Tamé on kolmen muuttujan (esim. z,y, z) yhtdloryhmé, jossa kolmatta yhtaloa ei ole.
Siis viimeiselle muuttujalle z ei tule ehtoa, joten se on vapaa parametri. Lisdksi saadaan

y=2—2 ja 24+y—z2=2 = =2

Siis ratkaisu on

Pivotit
Gaussin eliminaation paattyessa yhtaloryhmé Av = b on palautunut muotoon kuten

3 -2 0 6| 2
o o0 -1 3 |-7
0O 0 0 4,0

Ylla eroteltuja johtavia alkioita sanotaan siis pivoteiksi. Pivotien sijainneista voidaan
paatella suoraan, milta yhtaloryhman ratkaisu nayttaa.

Tapaus 1: Yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua tasan silloin, kun pivotien alapuolelle jaa
jokin rivi, jossa vasemmalla on pelkkia nollia ja oikealla on nollasta poikkeava luku. Siis
kuten Esimerkissa 3.1l

Mikali nain ei tapahdu, yhtalo ratkeaa, ja tapauksia on taas kaksi:

Tapaus 2a: Yhtaloryhmalla on yksikésitteinen ratkaisu tasan silloin, kun jokaisella
sarakkeella on yksi pivot. Talloin pivotit asettuvat kaikki diagonaalille. Siis esimerkiksi:

1 0 4] 2
0 -5 1|3
0 0 6|12

Tapaus 2b: Yhtaloryhmalla on darettoman monta ratkaisua silloin, kun jollain sarak-
keella ei ole pivotia. Talloin naitéa sarakkeita vastaavat muuttujat ovat vapaita muuttu-
jia, ja pivotien sarakkeita vastaavat muuttujat ovat ratkaistavia pivotmuuttujia. Esim.

1 4 -1 0 210
0 0 2 5 =2|1
0O 0 0 4 -—-1|2
0O 0 0 0 010
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Téssd yhtéloryhméssd on 5 saraketta, eli 5 muuttujaa (esim. x,y,z,a,b). Toinen ja
viimeinen (eli y,b) ovat vapaita, ja muut (eli z, z, a) ovat pivotmuuttujia.

Vapaiden muuttujien lukumaara kertoo ratkaisuavaruuden ulottuvuuksien maaran, mika
on sama kuin yhtaloryhméan matriisin A ytimelld Ker A.

Pivotmuuttujien lukumaara taas kertoo, kuinka monta vapausastetta kuva-avaruudessa
on, eli matriisin A asteen rank A. Koska pivotmuuttujien ja vapaiden muuttujien méara
on yhteensa sarakkeiden lkm, voimme paatella seuraavan tuloksen.

Lause 3.1. Olkoon A m x n-matriisi. Talloin

dim Ker A + rank A = n.

Tama tulos tunnetaan Rank-Nullity lauseena.
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4. Kaanteismatriisi

Olkoon A neliématriisi, eli n X n-matriisi jollain n. T&lloin on mahdollista, ettd A:lla on
olemassa kdanteismatriisi A~!, mikéli 16ytyy sellainen n x n-matriisi A1, jolle patee

ATTA=T=AA".

Kaanteismatriisilla kertominen molemmilta puolilta siis antaa samankokoisen identiteet-
timatriisin tulokseksi. Talloin sanotaan, ettd matriisi A on kaantyva tai siannollinen.

Huom! Osoittautuu, etté jos A ja B ovat neliomatriiseja ja joko AB = [ tai BA = I, niin
valttamitti B = A~!. Siis kidanteismatriisin ehto taytyy tarkistaa vain toiseen suuntaan.
Perustelun talle voi paatella myohemmin, kun esittelemme eri ehtoja kaantyvyydelle.

Lineaarikuvauksena tulkittuna A~! : R® — R" on kuvauksen A kifnteiskuvaus, mikili
sellainen 16ytyy.

Kaanteismatriisi ja yhtaloryhmat

Jos kaanteismatriisi A~! sattuu olemaan tiedossa, niin miké tahansa yhtaloryhméa
Av = b, missa v ja b ovat molemmat n x 1-vektoreita,
on varsin helppo ratkaista. Kerrotaan yhtilo molemmin puolin matriisilla A™!, ja saadaan

A"Av=A4"" <
Iv=A"" <
v = A"'b.

Tama huomio patee myos toiseen suuntaan. Mikéli yhtaloryhmalla Av = b on jokaisella
b € R" olemassa yksikéasitteinen ratkaisu vy, € R", on matriisin A pakko olla kaantyva.
Tarkka perustelu talle voidaan 16ytaa osoittamalla, etta kuvaus b — vy, méaarittelee lin-
eaarikuvauksen, jonka taytyy vastata A:n kaddnteismatriisia (pohdi miksi). On kuitenkin
my0s toinen tapa paatella sama asia, ja tdma antaa myos tavan laskea kadnteismatriisi
kaytannossa.

Kaanteismatriisi Gauss-Jordanin eliminaatiolla

Myos kaanteismatriisin maarittamiseen voidaan soveltaa Gaussin eliminaatiota, tosin
menetelmaa taytyy yleistaa hieman. Taman yleistyksen nimi on Gauss-Jordanin menetelma.
Otetaan esimerkiksi matriisi:

1 3 =2
A= 0 4 1
-2 =2 3

Kéanteismatriisin muodostamista varten kirjoitetaan matriisi A vierekkéin identiteetti-
matriisin kanssa:
1 3 =2
0 4

1 0
110 0
-2 =2 310 1

o = O
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Gaussin eliminaation jalkeen tdma saadaan porrasmuotoon
-2 1

110
—212

1 0 O
0 1 0
0 1

O =~ W

—1

Haluamme tasta kuitenkin viela jatkaa eliminointia, kunnes vasemmalle puolelle jaa vain
identiteettimatriisi. Tama saavutetaan ensin jakamalla riveja sopivilla luvuilla, etta piv-
otien paikalle saadaan ykkoset:

13 -2/1 0 0 13 -2/1 0 0
04 1[0 1 0 <« x3 = 01 ;]0 7 0
00 —2]2 -1 1 « x5 00 1|-135 —3

Sitten alempien rivien pivoteja kaytetaan eliminoimaan ylemmilta riveilta nollasta poikkea-
vat oikean puolen alkiot:

13 =21 0 0 < (=3)x(Rivi2)
01 1 o% 0
00 1 |-15 -3
10—& 1-? 0 e%xmmm
= 01 ;[0 3 O1 < 5 x (Rivi 3)
00 1 |-1 & -1
7 5 11
= 0101 s %
001/-1 35 -1

Lopulta vasemmalle jaa 3 x 3-identiteettimatriisi, ja oikealla puolella oleva matriisi on
alkuperéisen matriisin A kadnteismatriisi

75 _n
4
U AL B
- 4 8 8
-1 i 1
2 2

Perustelu miksi tama toimii on varsin yksinkertainen: Olkoon v jokin vektori, ja maaritellaan
b = Av. Jokainen Gauss-Jordanin rivioperaatio vastaa samaa, kuin yhtaloa Av = b ker-
rottaisi puolittain jollain sopivalla matriisilla, esimerkiksi

010 1 00 1 00
100 0 10 010
0 01 -2 01 0 0 %
Rivien 1 ja 2 vaihto Riviin 3 lisdtdan (—2)x (Rivi 1) Rivi 3 kerrotaan luvulla %
Merkitaan eliminaatiossa esiintyvia matriiseja E1, Fs, ..., Ey. Lopulta yhtalon vasem-

malle puolelle jaa vain identiteettimatriisi, eli symbolisesti se menee muotoon

IV:EN"'Elb.
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Tasta voidaan paatelld, etta oikealle puolelle jaanyt matriisi Fy - - - F; on tasméalleen A:n
kdanteismatriisi, silla

v=Iv=Ey---Eib=(Ey---E;) Av.
Siis taytyy olla A~ = Ey --- Ey.

Esimerkki 4.1. (Cramerin sééntd). Tutkitaan, milloin 2 x 2-matriisilla
a b
A—
on kaanteismatriisi. Vaitamme, etta tama kaanteismatriisi saadaan aina kaavasta
A1 1 d —b
ad —bc \—c a

mikali lauseke ad — bc ei ole nolla. Téama tunnetaan Cramerin sdantona. Nopea
tarkistus:

1 d —=b a b 1 ad — be 0
-1 _ — _ —
A4 = ad — be (—c a ) (c d) " ad — be < 0 —bc + ad) L.

Myos A~'A = I, samanlaisella laskulla.

Siis kappaleen alussa esiintynyt yhtaloryhmé
rT+y=>
20 +y="7

voitaisiin ratkaista muodostamalla matriisin

(U1 e o1 (1 =1\ (-1 1
A—(2 1) kaanteismatriisi A —m(_z 1)—(2 _1>,

ja kertomalla talla vektoria (?), antaen lopputuloksena ratkaisun (x) = <2>

Kaantyvyysehdot

Matriisin kaantyvyys voidaan tarkistaa monella eri tavalla. Seuraava lause esittelee osan
eri tavoista.

Lause 4.1. Olkoon A n x n-neliomatriisi. Talloin seuraavat ehdot ovat
yhtapitavia

o A on kadntyva.

e Ker A = {0}.

e rank A =n.

o A:n rivivektorit ovat lineaarisesti riippumattomia.

o A:n sarakevektorit ovat lineaarisesti risppumattomia.
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Todistus. Matriisin kdantyvyys on yhtapitavaa sen kanssa, ettd yhtaloryhmalla Av = b
on yksikasitteinen ratkaisu kaikilla vektoreilla b. Gaussin eliminaatiosta huomattiin, etta
tamé tapahtuu juuri silloin, kun porrasmuodossa on tasan n kappaletta pivoteja (téalldin
myoskadn nollarivejé ei jaa, silld A on neliomatriisi).

Tama on ensinnékin yhtépitavad ehdon Ker A = {0} kanssa, silld ytimen Ker A dimen-
sio vastaa vapaiden muuttujien lukumaardaa. Eli kun vapaita muuttujia ei ole, ydin on
nollaulotteinen ja sisaltaa vain nollavektorin.

Rank-Nullity lauseen perusteella tama on ekvivalenttia sen kanssa, etta matriisi on taysasteinen,
rank A = n. Ja koska matriisin kuva-avaruus on sen sarakevektoreiden virittdma, on tama
jalleen sama asia, kuin sarakevektoreiden lineaarinen riippumattomuus.

Lopulta perustellaan, miksi rivivektorit ovat myos lineaarisesti riippumattomia. Yksi
helppo perustelu on transpoosin kautta: Matriisi A on kaantyva tasan silloin, kun trans-
poosi AT on myos kaantyvi, silla

(AT)H = (A",

Todistus téalle harjoitustehtavissa. Koska transpoosin sarakevektorit ovat A:n rivivektorit,
on myos rivivektoreiden lin. riippumattomuus yhtapitavaa kaantyvyyden kanssa.
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5. Ortogonaalisuus

Vektorit-osiossa totesimme, ettd kaksi vektoria v, w ovat kohtisuorassa tai ortogo-
naaliset, mikali v - w = 0. Tyypillisesti geometriassa kohtisuoruus maaritellaan suorien
valisen kulman avulla, mutta osoittautuu, ettd sen maaritteleminen pistetulon avulla
on monella tapaa luonnollisempi ja kaytannollisempi vaihtoehto. Tassa kappaleessa
tutkimme, mita uusia mahdollisuuksia tama lahestymistapa avaa.

Pythagoraan lause: Mikali vektorit v ja w ovat ortogonaaliset, taytyy patea, etta
v+ wl? = |[v]* + |w|%.
Tama on varsin suora seuraus pistetulon ominaisuuksista, silla jos v - w = 0, niin

v+w|’ = (v+w)- (VW) = v-viv-wHw-viwew = [vPH2(vew) +Hw]? = [V [w]E

Ortogonaaliset jonot

Olkoon vy, ..., vy jono nollasta poikkeavia vektoreita. Sanomme, etta vektorit v; muo-
dostavat ortogonaalisen jonon tai -kannan, mikali ne ovat kaikki toisiaan vastaan
kohtisuorassa, eli

v, v; =0, kun 7 # 7.
Liséksi sanomme, ettd jono (v;) on ortonormaali, mikéli lisiksi jokaisen vektorin v;
pituus on yksi, eli v; - v; = 1. Esimerkiksi avaruuden R" standardikanta ey, ..., e, on
ortonormaali.

Ortogonaalinen projektio

Olkoon vy, ..., vy jokin ortogonaalinen kanta aliavaruudelle
V = span(vy,...,vy).

Jos b € R” on jokin vektori, joka ei kuulu aliavaruuteen V', on luonnollista pohtia, miten
lasketaan pisteen b ja aliavaruuden V' etaisyys. Tata varten taytyy selvittaa sellainen
aliavaruuden vektori w € V| jonka etaisyys vektorista b on pienin mahdollinen.

Geometrian perusteella jarkeva arvaus on, etta vektori w pitaa valita niin, ettd vektori
b —w on kohtisuorassa aliavaruutta V', eli jokaista sen vektoria, vasten. Tallaista vektoria
w sanotaan vektorin b ortogonaaliseksi projektioksi aliavaruudelle V. Sita merkitaan
projy(b) (tai proj,, (b)) ja sen voi laskea kaavasta

b'Vi

N
projy (b) = Z Ty Vi-
= Ivil
Erityisesti ortogonaalinen projektio jonkin vektorin v maaraamalle suoralle saadaan kaavasta
b-v

projv<b) = an
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ja projektio yleiselle ortogonaalisen kannan maaraamalle aliavaruudelle V' saadaan taten
laskemalla yhteen yksiulotteiset projektiot jokaisen kantavektorin suuntaan.

Ortogonaalinen projektio proj,, (b) on se yksikésitteinen vektori, jolle vektori b—projy, (b)
on kohtisuorassa jokaista aliavaruuden V' vektoria kohti (perustelu hetken paastd). Tark-
istetaan nyt, etta tama todellakin antaa b:n ldhimman mahdollisen vektorin aliavaru-
udessa V. Jos u € V on mika tahansa vektori, niin Pythagoraan lauseella

[b—u|* = [b—projy (b)+(projy (b)—u)|* = [b—projy (b)|*+| proj, (b)—u|* > [b—projy (b)*.
Siis valinta u = projy,(b) todellakin minimoi etéisyyden |b — u|.

Tarkistetaan vield, ettd b — projy,(b) on varmasti kohtisuorassa aliavaruutta V' vasten.
Jokaisella j = 1,..., N patee

(b — projy (b)) - v; = i (b V)= uvz : Vj)

b- v,
:<b'Vj——VJVj'Vj> (Slllal%]@VZV]:O)

|v;[?
=(b-v;—b-vj)
= 0.
Ja jos u = Zjvzl a;v; on jokin aliavaruuden V' vektori esitettyné kannassa (v;), niin

(b = projy (b)) -u = a;(b = projy (b)) - v; = 3 Ja;-0=0.

j=1 j=1
m
Ortogonalisointi
Olkoon vy, ..., vy kanta avaruuden R” aliavaruudelle. Tall6in on olemassa toinen kanta
uy,...,uy samalle aliavaruudelle siten, etta vektorit u; ovat ortonormaaleja.

Tamén uuden kannan muodostaminen onnistuu Gram-Schmidtin ortogonalisoin-
nilla. Taman algoritmin idea on edeta vektorit v; lapi jarjestyksessa, ja poistaa aina
jokaisesta vektorista edellisten vektoreiden kanssa samansuuntaiset osuudet. Menetelméa
toimii kaytannossa nain:

(1) Olkoon u; = vy/|vy|.

(2) Olkoon uj = vy — proj,, (v2). Télloin uy = uj/|uj| on yksikkovektori, joka on
kohtisuorassa vektoria u; vasten.

(3) Olkoon yleisesti
u;k e V‘7 — projul’u2’,,.,u3‘71(vj)'

Talloin u; = uj/|uj| on yksikkovektori, joka on kohtisuorassa kaikkia vektoreita

ug, U, ..., u;_1 vasten.
Tama tuottaa lopulta ortonormaalin vektorijonon uy,...,uy joka virittda saman ali-
avaruuden, kuin vektorit vq,...,vy.
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Ortogonaaliset matriisit

Sanotaan, ettd neliomatriisi () on ortogonaalinen, mikali
QTQ =1

Ortogonaalisuuden voi ilmaista usealla eri tavalla

Lause 5.1. Olkoon Q) n x n-neliomatriisi. Talloin seuraavat ehdot ovat
yhtapitavia

e () on ortogonaalinen.

e Q on kddntyvi ja Q' = Q7.

e Matriisin (Q sarakkeet muodostavat ortonormaalin kannan avaruudelle
R™,

e Matriisin QQ rivit muodostavat ortonormaalin kannan avaruudelle R™.

o Lineaarikuvaus @ : R™ — R"™ sdilyttda vektorien pituudet ja niiden
valiset kulmat, eli

Qu-Qv=u-v kaikilla u, v € R".

Lisdksi niistd voidaan paitelld, ettd ortogonaaliselle matriisille patee myos QQT = I, ja

det(Q)? = det(Q") det(Q) = det(Q* Q) = det(I) = 1 = det(Q) = £1.

Pienimman neliosumman ratkaisu yhtaloryhmalle

Olemme huomanneet aiemmin, etta yleisella lineaarisella yhtaléryhmalla
Av=D

ei aina ole ratkaisua. Tédma tapahtuu tasan silloin, kun b ei ole kuva-avaruudessa Im A.
Kaytannossa nain tapahtuu erityisen usein, kun yhtaloryhmassa on huomattavasti en-
emman yhtaloita kuin muuttujia.

Tallaisessa tapauksessa on kuitenkin jarkeva pohtia, onko olemassa jotain vektoria v,
joka on jossain mielessd 'mahdollisimman lahelld’ yhtalon ratkaisemista. Luonnollinen
tapa tehda téasta tasmallista, on etsia vektori v, jolla suure

|Av — b|?

on pienin mahdollinen. Tamén optimointiongelman ratkaisua v sanotaan pienimmaén
neliosumman ratkaisuksi yhtaloryhmaélle

Av = b.

Suureen |Av — b|? minimointi tarkoittaa erityisesti siti, ettd haluamme etsid matriisin A
kuva-avaruuden vektoria w = Av, jolla etéisyys |w —b| on mahdollisimman pieni. Tadmé
saavutetaan silloin, kun w on vektorin b ortogonaalinen projektio kuva-avaruudelle Im A.
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Erityisesti vektori b—w = b— Av on télloin kohtisuorassa kuva-avaruutta vasten, joten se
kuuluu kuva-avaruuden ortokomplementtiin, eli transpoosin A” ytimeen Ker A”. Siispa

AT(b—Av)=0 & ATAv = Ab.

Talla tavalla

Esimerkki 5.1. (Suoran sovitus). Olkoon annettu N kappaletta pisteitd (z;,v;), ¢ =
1,..., N tasossa. Pyrimme etsimaan suoraa

Y = C1Z + Co,

joka parhaiten approksimoi pistejoukkoa (x;,1;). Ta&méa on luonnollista muotoilla pien-
imman neliosumman ongelmana, jossa

rp 1 n
To 1

: C2
rn 1 YN

Silla talloin suure

N
|Av —b|? = Z |(c125 + ¢2) — yil?
i=1

ilmaisee neliGsummaa pisteiden (x;,y;) poikkeamista suoran y = ¢,z + ¢o suhteen.

Samalla idealla voidaan sovittaa pistejoukkoihin my6s esim. korkeamman asteen poly-
nomeja, taso kolmessa ulottuvuudessa, jne.
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6. Determinantti

Jokaiseen neliomatriisiin voidaan liittda lukuarvo nimelta determinantti. Matriisin A
determinanttia merkitdan det A.

Geometrisesti determinantti kuvaa sita, kuinka paljon kuvaus A : R® — R”" venyttaa
avaruutta. Otetaan esimerkiksi 2 x 2-matriisi

2 0
A= :
Tama matriisi A tekee geometrisesti kahta asiaa: Se venyttaa z-suunnassa kertoimella 2,

ja y-suunnassa kertoimella 3. Siis minka tahansa tasokuvion pinta-ala kuusinkertaistuu,
kun sita venytetdan kuvauksella A. Tamén takia matriisin A determinantti on det A = 6.

Katsotaan seuraavaksi kahta muuta esimerkkia

1 -1 . 0 1
s-(; ) woo=(1 )

Huomataan, ettd matriisin B rivit (ja sarakkeet) ovat lineaarisesti riippuvia. Matriisi B
kuvaa mielivaltaisen pisteen seuraavasti:

p(;)-(20)

Huomataan, etta jokainen B:n tuottama kuvapiste on muotoa (j) jollain z € R, joten

B:n kuvajoukko on yksinkertaisesti suora {x = y} tasossa. Koska suoran pinta-ala on
nolla, kuvaa B jokaisen tasokuvion yksiulotteiseksi kuvioksi, jonka pinta-ala on nolla.
Taman takia B:n determinantti on det B = 0.

Sen sijaan C' toimii kuvauksena yksinkertaisesti vaihtamalla koordinaattien paikkaa:

;)= ()

Tamén voi myos geometrisesti tulkita peilauksena suoran {x = y} suhteen. Peilaus ei
muuta pinta-alaa, mutta se vaihtaa kuvion orientaation, eli oikeakatinen kuvio muuttuu
vasenkatiseksi. Taman takia C:n determinantti on det C' = —1.

Determinantti siis kuvaa tasossa pinta-alan muutosta orientaatio mukaanlukien. Yleisen
2 X 2-matriisin determinantin voi pienella vaivalla laskea kaavasta

a b
det (c d)—ad—bc.

Tama luku esiintyi myos Cramerin sadnnossa, ja se oli nolla tasan silloin, kun matriisi ei
ollut kdantyva. Tama on myos yleinen fakta determinantista.

Lause 6.1. Neliomatriisi A on kadntyva tdasmalleen silloin, kun det A # 0.

40



Yleisemmalle n x n-neliomatriisille determinantti ei kuvaa pinta-alan muutosta, vaan
vastaavan n-ulotteisen tilavuuden muutosta, jélleen orientaatio/kétisyys mukaanlukien.
Determinantin itseisarvo kertoo tilavuuden varsinaisen muutoksen, ja sen merkki kertoo,
vaihtuuko orientaatio vai ei. Yllaolevan lauseen perusteella determinantti paljastaa siis
myos, onko lineaarisella yhtaloryhmalla

Av =15
aina yksikasitteista ratkaisua olemassa.

Deteminantille patee myos mainio kaava matriisitulon kanssa:

det(AB) = det Adet B. (6.1)

Taméa kaava on varsin helppo perustella geometrisesti: Jos kuvaus B ensin muuttaa
tilavuutta kertoimella det B, ja kuvaus A sitten kertoimella det A, niin yhdistetyn ku-
vauksen AB tilavuuden muutos on naiden lukujen tulo. Tésta voidaan johtaa, etta
kaanteismatriisin determinantti saadaan kaavasta

det A1 = (det A) .

Determinantin laskeminen

Determinantin laskeminen isommille matriiseille on valitettavan tyolasta kasin, mutta
sithen on pari vaihtoehtoista menetelmaa.

Menetelma 1. Gaussin eliminaatio.

Gaussin eliminaatiolla voidaan myos laskea determinantteja. Otetaan esimerkiksi matriisi
(tilvistetysti kirjoitettuna)

0 -1 1
2 =24
-1 3 4

Idea on, ettd Gaussin eliminaation jokainen askel ei muuta matriisin determinantin suu-
ruutta, paitsi jokainen kahden rivin vaihto vaihtaa determinantin merkin.

Kun ylla olevalle matriisille tehddan Gaussin eliminaatio, vaihdetaan ensiaskeleella rivit
1 ja 2, ja sitten edetdan normaalisti

0 -1 1 2 -2 4 2 -2 4
2 -2 4 = 0 -1 1 = 0 -1 1
-1 3 4 -1 3 4 «0.5-(Rivil) 0 2 6
Ja viela lisdamalla kolmanteen riviin 2 X toinen rivi saadaan lopullinen muoto
2 -2 4
0O -1 1.
0 0 8
Tallaisen ns. ylakolmiomatriisin determinantti on sen diagonaalin alkioiden tulo, eli
2-(—1) -8 = —16. Kun muistetaan vield, ettd eliminaatiossa piti tehd& yksi vaihto (eli
merkkid pitdd vield vaihtaa kerran), niin lopulta saadaan
0o —-11
det | 2 -2 4| =(-1)-(-16) = 16.
-1 3 4
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Menetelma 2. 3 x 3-Matriisit.

Esittelemme napparan tavan laskea 3 x 3-matriisin

a b ¢
A=\|d e f
g h 1

determinantti. Kirjoitetaan avuksi matriisin viereen sen kaksi ensimmaista saraketta:

Q Q. 2
> o o
< =0
L a2
> o o

Nyt determinantti saadaan
e Lisdamalla kaikki alas ja oikealle menevien diagonaalien alkioiden tulot ja
e Vahentamalla kaikki ylos ja oikealle menevien diagonaalien alkioiden tulot
Siis
det A =aei +bfg+ cdh — gec — hfa — idb.
Vaihtoehtoisesti samat diagonaalit voi hahmottaa suoraan matriisista ilman apukuvaa,

kun ajatellaan, ettd oikean reunan yli mennessa tullaan vasemmasta reunasta takaisin.
Esim. diagonaalit bfg ja cdh:

BN

I
USRS PN
= o O

—

Menetelma 3: Kofaktorikehitelma.

Olkoon A = (a;j) n x n-matriisi, ja merkitdén A;;:114 sitd (n — 1) x (n — 1)-matriisia,
joka saadaan A:sta poistamalla rivi ¢ ja sarake j. Téalloin mille tahansa valitulle riville 4
determinantti voidaan kehittaa kaavalla

det A = Z aij(—l)iﬂ det Al]
j=1

Téaten isomman matriisin determinantti voidaan aina laskea pienempien matriisien avulla,
joten jokaisen determinantin voi lopulta laskea toistamalla tata ja pilkkomalla riittavan
pieniin osiin. Tama menetelma ei kuitenkaan ole kovin kaytannollinen, joten se mainitaan
tassa lahinna yleissivistyksena.
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7. Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Olkoon A jalleen n X m-neliomatriisi, ja ajatellaan sitd nyt kuvauksena A : R — R™.
Kun matriisilla A kuvataan vektoria v, saadaan uusi vektori

Av,

jonka pituus ja suunta ovat tyypillisesti eri, kuin vektorilla v. Mutta on toisinaan mah-
dollista 16ytada myos sellaisia vektoreita, joiden suunta ei muutu, eli joita matriisi A
ainoastaan venyttaa. Naille vektoreille patee siis

Av = \v jollain skalaarilla A € R.

Huomaa, etta annamme tassa skalaarikertoimen A olla mahdollisesti myos negatiivinen,
missa tapauksessa vektorin v suunta kaantyy vastakkaiseksi kuvauksessa A.

Mikali jokin vektori v # 0 toteuttaa yhtalon Av = A\v, sanotaan, ettd v on matriisin A
ominaisvektori ja A on matriisin A ominaisarvo.

Ominaisarvot ja -vektorit osoittautuvat erittain hyodylliseksi kasitteeksi ymmartamaan
matriisien ominaisuuksia syvemmin. Tutkitaan ensin, milloin sellaisia voisi loytya. Yhtaloa

Av = v
voidaan muokata kirjoittamalla A\v = Alv, jolloin
Av=Alv = Av-Alv=0 = (A-X)v=0.

Pohditaan, milloin talla yhtalolla on nollasta poikkeava ratkaisu v. Koska A — Al on
neliomatriisi, voi yhtalolla olla ratkaisu vain silloin, kun matriisi A — A\I ei ole kdantyva.
Siis Lauseen [4.1] nojalla

det(A — AI) = 0.

Jos matriisi A on annettu, taméa on muuttujan A\ suhteen yhden tuntemattoman muut-
tujan yhtdlo. On mahdollista osoittaa, etta lauseke

p(A\) = det(A — )

on aina muuttujan A suhteen polynomi astetta n. Tata sanotaan matriisin A karakter-
istiseksi polynomiksi, ja sen juuret ovat matriisin A ominaisarvot.

Esimerkki 7.1. Olkoon

Selvitetadn matrisiin A ominaisarvot ja -vektorit. Karakteristinen polynomi on

p(\) = det(A — AIy) = det (2 6 A _11_ A) = (2= N\)(=1-\).

Siis ominaisarvot ovat A = 2 ja A = —1. Maaritetaan sitten ominaisvektorit v.
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Tapaus A = 2. Saadaan yhtalo

a0 ) ()-)

Tasta luetaan suoraan y = 0, ja  on vapaa parametri. Siis yleinen ominaisvektori on

muotoa
vV = T = T 1
- \0/) 0

mielivaltaisella z # 0.

Tapaus A = —1. Saadaan yhtalo

- 6)- ()

Tasta luetaan suoraan 3z +y = 0. Valitaan x vapaaksi parametriksi, jolloin y = —3x, ja
yleinen ominaisvektori on muotoa

o= () =+ (%)

Lopputulos. Siis omaisvektorit ovat (skaalausta vaille) vektorit ((1)) ja (_13), ja niité

mielivaltaisella z # 0.

vastaavat ominaisarvot 2 ja —1.

Esimerkki 7.2. Kaikilla matriiseilla ei ole (reaalisia) ominaisarvoja. Esimerkiksi matriisi

0 —1
A=
vastaa tasossa 90-asteen kiertoa, joten nollavektoria lukuunottamatta se muuttaa jokaisen

vektorin suuntaa, eli silla ei voi olla ominaisvektoreita. Tama nakyy suoraan myos karak-
teristisesta polynomista ps(A) = A2 + 1, jolla ei ole reaalisia juuria.

Huom! Ominaisarvojen teoria muuttuu huomattavasti, kun siirrytaan reaalisista matri-
iseista kompleksisiin. Edelliselld matriisilla A on nimittain kompleksitasossa ominaisar-
vona kompleksiluku 7, silla voimme laskea, etta

0 -1 1y [ . 1

1 0 —i)  \1) “\—-i)’
Vastaavasti myos —i on ominaisarvo, ominaisvektorilla (1 i)T. Lisaa kompleksisten
matriisien ominaisarvoista myohemmin tassa luvussa.

Ominaisavaruudet

Joissain tapauksissa samaa ominaisarvoa voi vastata useampi erisuuntainen ominaisvek-
tori. Esimerkiksi identiteettimatriisilla on vain yksi ominaisarvo 1, jolle jokainen vektori
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on ominaisvektori. Téllaisten tapausten takia on luonnollista puhua matriisin A ominais-
arvon A ominaisavaruudesta, joka on kaikkien ominaisarvoa A\ vastaavien ominaisvek-
toreiden joukko. Tamé joukko on luonnollisesti aliavaruus (pohdi miksi).

Esimerkiksi jos matriisin ydin on epétriviaali aliavaruus (eli sisdltdd muutakin kuin nollavek-
torin), niin jokainen ytimen nollasta poikkeava vektori on matriisin ominaisvektori omi-
naisarvolla 0. Ydin on talloin luonnollisesti ominaisarvon 0 ominaisavaruus.

Determinantille on myo6s uusi laskutapa ominaisarvojen avulla.

Lause 7.1. Olkoon n x n-matriisilla A n kappaletta ominaisarvoja, jotka
ovat A1, ..., \,. Determinantille pdtee talloin

det A = /\1 'AQ """ >‘n

Luonnollisesti determinantti on nolla tasan silloin, kuin joku ominaisarvoista on nolla.
Téamén voi padtelld myds siité, ettd silloin matriisin A ydin on epétriviaali (kts. Lauseet

]ja 1),
Diagonalisointi

Matriisia, jonka diagonaalin ulkopuoliset alkiot ovat kaikki nollia, kutsutaan diagonaal-
imatriisiksi tai lavistajamatriisiksi. Tutkitaan yleistd diagonaalimatriisia

M O - 0
0 X -+ 0
0 0 - M\,

Tété voidaan merkitd lyhyemmin myos D = diag(Aq, ..., A,). Matriisin D diagonaalialkiot
Aj ovat tasmalleen sen ominaisarvot, ja niita vastaavat ominaisvektorit ovat standardikan-
nan vektorit e;.

Sanomme, ettd neliomatriisi A on diagonalisoituva, mikali 10ytyy sellainen kéantyva
matriisi S ja diagonaalimatriisi D, jolle

A=S8DS!

Matriisin diagonalisointi on laheisessa yhteydesséa sen ominaisarvoihin.

Lause 7.2. nxn-Neliomatriisi A on diagonalisoituva tasan silloin, kun silld
on n kappaletta lineaarisesti riippumattomia ominaisvektoreita vy, ...,Vv,.
Jos nditd vastaavat ominaisarvot ovat \q, ..., \,, niin matriisi A diagonal-
1sottuu kaavalla

A=8DS™!, missi D = diag(A,...,\n)  Jja S:(VI Vn).

Todistus. Olkoon matriisi A ensin diagonalisoituva. Jos kerrotaan oikealta puolelta
matriisilla S, saadaan diagonalisaatiolle myts muoto AS = SD. Jos nyt S on sarake-
muodossa S = (V1 e Vn), niin standardikantavektoreita e; kertomalla saadaan

AV]‘ = ASGJ‘ = SDej = S()\ej) = )\Vj.
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Tasta voidaan paatella suoraan, etta diagonalisaatiossa esiintyvan matriisin S sarakkeet
paljastavat matriisin A ominaisvektorit, ja niitd vastaavat ominaisarvot 10ytyvét matri-
isin D diagonaalilta.

Jos taas matriisilla A on n lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria vy, ..., v,,, maaritelldan
S ja D kuten edella. Koska matriisin S sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia, se on
kadntyva. Koska kaava ASe; = SDe; patee kaikilla standardikannan vektoreilla e;, se

patee lineaarisuuden perusteella myos jokaisella avaruuden R” vektorilla. Siis AS = SD,
eli A=SDS™!.

Symmetrisen matriisin diagonalisointi

Osoittautuu, etta jokaisen symmetrisen matriisin voi diagonalisoida, jopa niin, ettd ma-
triisi S valitaan ortogonaaliseksi.

Lause 7.3. Olkoon A symmetrinen matriisi. Tdlloin on olemassa ortogo-
naalinen matriisi () siten, ettd

A=QDQ™,
missé D = diag(Ai, ..., \,) on diagonaalimatriisi. Tdalloin luvut \; ovat
matriisin A ominaisarvot, ja matriisin () sarakkeet ovat niitd vastaavat om-

maisvektorit.

Diagonaaliesityksen voi kirjoittaa myos muodossa A = QDQT, silli ortogonaalisuudesta
seuraa Q' = Q7.

Diagonalisoidun matriisin potensseja on helppo laskea, esimerkiksi
A? =QDQ'QDQ ™ = QD*Q ™,
Ja yleisesti A¥ = QDFQ™1, seki D* = diag(AF, ... \F).

Todistus. Lauseen perusteella riittda siis osoittaa, ettd matriisilla A on n kappaletta
lineaarisesti riippumattomia ominaisvektoreita.

Vaikka Lause puhuu vain reaalisista matriiseista ja ominaisarvoista, tarvitsemme sen
todistamiseen kompleksilukuja. Syy tahan piilee karakteristisessa polynomissa: Matri-
isin A ominaisarvot maaraytyvat karakteristisen polynomin juurista, mutta kaikilla poly-
nomeilla ei valttaméatta ole reaalisia juuria. Sen sijaan kompleksitasossa pétee seuraava
vahva tulos.

Algebran peruslause: Jokaisella polynomilla astetta n on tasan n juurta kompleksita-
sossa, mukaanlukien juurten kertaluvut.

Esimerkiksi polynomilla 22 + 1 ei ole reaalisia juuria, mutta kompleksitasossa sille 16ytyy
helposti juuret x = +1.
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8. Neliomuodot

Matematiikassa, erityisesti differentiaalilaskennassa ja optimointiongelmissa, tulee usein
vastaan lausekkeita kuten
q(z,y) = 2° + 4oy + 3y°.

Téllainen lauseke on esimerkki (kahden muuttujan) nelimuodosta, ja sille on olemassa

myos matriisiesitys:
1 2\ [z
z,y) = (T .
q(z,y) = (z y) (2 3) (y)

Matriisiesityksessé kohtiin (1, 1) ja (2, 2) tulee kertoimet termeisté 22 ja 3y?, ja ristitermin

4xy kerroin jaettiin kahtia kohtiin (1,2) ja (2,1). Néin saatu matriisi A = (; ;) on sym-

metrinen. Yleisesti ottaen jokainen symmetrinen n X n-matriisi A maaraa neliomuodon
q:R" — R, q(x) = x' Ax,

jossa esiintyy n muuttujaa, eli n x 1-vektorin x komponentit.

Huom! Symmetrisyys on téssa lihinni sopimuskysymys, silld vaikka lausekkeessa xT Bx
esiintyva matriisi B ei olisi symmetrinen, voidaan silti kirjoittaa
B+ BT

x” Bx = x! Ax, missd A = — on symmetrinen.

Esimerkki 8.1. Kaksi objektia on yhdistetty toisiinsa jousella, ja molemmat on yhdis-
tetty jousilla myos viereisiin seiniin. Jos muuttujat x ja y kuvaavat objektien poikkeamaa
lepotilasta, niin suure

1 1 1
E(z,y) = §k1372 + 57522/2 + §/€3($ —y)?

kuvaa systeemin potentiaalienergiaa kokonaisuudessa. Tama lauseke on myos neliomuoto.

Definiittiys ja ominaisarvot

Neliomuotojen perusteoria keskittyy ymmaéartaméaan sitd, miten matriisin A ominaisuudet
vaikuttavat neliomuodon ¢(x) = x” Ax saamiin arvoihin. Osoittautuu, etti matriisin A
ominaisarvot madriavit neliomuodon ¢(x) = x? Ax yleisen kiyttiytymisen tiysin. Tama
johtuu siita, ettd symmetrinen matriisi A voidaan diagonalisoida

A=Q'DQ, missé D = diag(Ay,...,\,), ja @ on ortogonaalinen.

Talloin voidaan huomata, etta koordinaattimuunnos y = @)x yksinkertaistaa neliomuotoa
huomattavasti muotoon

q(x) = xTAx = x' Q" DQx = y' Dy
=My Ay

Voimme erityisesti paatelld neliomuodon arvojen positiivisuudesta/negatiivisuudesta suo-
raan ominaisarvojen perusteella. Oleelliset luokitukset ovat:
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Luokka Ominaisarvot q(x), kun x # 0
Positiivisesti definiitti Kaikki \; > 0 q(x) >0
Positiivisesti semidefiniitti Kaikki \; > 0 q(x) >0
Negatiivisesti definiitti Kaikki \; <0 q(x) <0
Negatiivisesti semidefiniitti Kaikki \; <0 q(x) <0

Indefiniitti

Eri merkkisia ominaisarvoja
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9. Matriisihajotelmia

Edellisessa luvussa esitelty diagonalisointi on vain yksi monista tavoista jakaa matriisi
tuloksi yksinkertaisemmista matriiseista, ja monet muut eri matriisihajotelmat ovat
vahvoja tyokaluja, joita matriisilaskenta tarjoaa kaytannon ongelmien ratkaisemiseen.
Tutustumme tassa luvussa kahteen uuteen perushajotelmaan nimelta LU-hajotelma ja
SVD-hajotelma, mutta monia muitakin hyodyllisia hajotelmia 16ytyy naiden lisaksi.

LU-hajotelma

Luvussa 3 tutustuimme lineaarisen yhtéloryhmén Av = b ratkaisemiseen Gaussin elim-
inaatiolla. Osoittautuu, ettd tdatd prosessia voidaan soveltaa myos hajoittamaan (har-
voja poikkeuksia lukuunottamatta) jokainen neliGmatriisi kahden matriisin tuloksi, joista
ensimmainen on alakolmiomatriisi ja toinen ylakolmiomatriisi. Neliomatriisia san-
otaan (ala/yld)kolmiomatriisiksi, jos sen diagonaalin (yld/ala)puolella on pelkkid nollia.
Siis esimerkiksi

1 00 -2 5 9
L= 7 1 0] on alakolmiomatriisi, ja U= | 0 —1 0] on ylakolmiomatriisi.
-1 8 3 0o 0 4

Jos nelidmatriisin A voi esittad muodossa A = LU sopivilla ala/ylakolmiomatriiseilla L
ja U, tata sanotaan sen LU-hajotelmaksi. Esimerkiksi 3 x 3-matriisin LU-hajotelma
voisi nayttaa talta:

2 1 1 100\ /211
A=[4 3 3]=|210]|0 1 1]=1LU (9.1)
8 7 9 431/ \0 0 2
T U

Tulemme nakemaén, ettd LU-hajotelma on oleellisesti matriisimuotoinen Gaussin elim-
inaatio, ja tasta syysta sen sovelluskohteet ovat myos samat, kuten: Yhtaloryhmien
ratkaiseminen, kaanteismatriisin muodostaminen, ja determinantin laskeminen. Erityis-
esti tietokoneet kayttavat paaasiassa LU-hajotelmaa yhtaloryhmien ratkaisemisessa.

LU-hajotelman muodostaminen

Annetun matriisin LU-hajotelman (mikéli sellainen on olemassa) voi 16ytééd sovelta-
malla Gaussin eliminaatiota matriisiin seuraavasti. Rivioperaatioiden kertoimista taytyy
kuitenkin pitaa kirjaa, silla niiden avulla muodostetaan matriisi L. Tutkitaan esimerkkina
matriisia

2 1 1
A=14 3 3
8 7 9
Gaussin eliminaatiolla saadaan
2 11 2 1 1 2 11
4 3 3 +—2-(Rivil) = 011 = 011
8 79 < —4 -(Rivil) 0 3 5 « —3-(Rivi?2) 00 2
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Lopputulos on porrasmuodossa, ja porrasmuodossa oleva matriisi on tasmalleen haluttu
ylakolmiomatriisi U. Alakolmiomatriisi L 16ytyy palauttamalla mieleen eliminaatiossa
tehdyt rivioperaatiot seuraavasti

e Alakolmiomatriisin L diagonaalille asetetaan pelkkid ykkésid (ja sen ylapuolelle
nollia).

e Jos Gaussin eliminaatiossa riviin j lisattiin rivi ¢ kerrottuna jollain kertoimella a,
niin matriisin L kohtaan (j,7) asetetaan tdmén kertoimen vastaluku —a.

Edellisessa esimerkissé kertoimien vastaluvut olivat 2, 4, ja 3, joten
100
L=12 10
4 3 1
Néin ollaan 16ydetty hajotelma A = LU, joka vastaa yhtédloa (9.1). Sama menetelméa
toimii aina, kun eliminaatiossa riveja ei tarvitse vaihtaa keskenaan. Mikali rivien

vaihtoja tarvitaan, on olemassa yleisempi PLU-hajotelma, josta lisad hetken paasta.
Perustellaan kuitenkin ensin, miksi ylla esitelty menetelma oikeastaan toimii.

LU-hajotelman todistus: Gaussin eliminaatiossa sovellettuja rivioperaatioita voi tulkita
myo6s matriisimuodossa. Edellisessa esimerkissa matriisille A toteutetut rivioperaatiot

R2:>R2—2R1, R3:>R3—4R1, ja R3:>R3—3R2

vastaavat samaa, kuin matriisin A kertoisi vasemmalta puolelta matriiseilla

1 00 1 00 1 0 0
L21 = -2 10 s L31 = 0 1 0 ja L32 = 0 1 0
0 01 -4 0 1 0 -3 1

Siis Gaussin eliminaatiosta saatu lopputulos voidaan ilmaista tassa tapauksessa yhtalona
Laglg Loy A=U.
Tasta saadaan ratkaistua
A= L2_11L§11L§21 U,
—_—————
L
Sievennetaan viela matriisin L maarittava tulo. Huomataan, etta esimerkiksi rivioperaa-

tion L3 kaanteinen toimenpide on operaatio R3 = Rj3 + 3Ry, eli sama operaatio, mutta
erimerkkisella kertoimella. Taten

1
Ly =10
0

w = O
— o O

Jos kirjoitetaan L = Ly L3 Ls5 I, niin voidaan padtelld, ettd matriisi L voidaan selvittii
soveltamalla identiteettimatriisiin I kaikki eliminaatiossa tapahtuneiden operaatioiden
kaanteisoperaatiot, ja myos kdanteisessa jarjestyksessa. Tehdaan juuri nain:

100 100 100
010 = 010 «<+2- -(Rivil) = 21 0.
0 0 1 < +3-(Rivi2) 0 3 1 «+4 -(Rivil) 431

Siis alakolmiomatriisin L diagonaalin alle todellakin tulee eliminaatiossa kaytettyjen ker-
toimien vastaluvut.
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PLU-hajotelma

Tarkalleen ottaen syy, miksi rivioperaatioiden kautta muodostuva matriisi L on juuri
alakolmiomatriisi perustuu siihen, etta rivioperaatioissa jokaiseen riviin lisataan ainoas-
taan sita ylempana olevia riveja. Tasta syysta LU-hajotelma ei tepsi esimerkiksi matri-

isille
0 —1
=1 3),

silla taman matriisin rivit taytyy ensin vaihtaa keskenaan. Tama onnistuu matriisimuo-
dossa kertomalla A vasemmalta ns. permutaatiomatriisilla

r=(13)
(06 %)

Yleinen permutaatiomatriisi on sellainen neliomatriisi, jonka jokaisella rivilla ja sarak-
keella on tasan yksi ykkonen, ja kaikki muut matriisin alkiot ovat nollia. Esimerkiksi

jolloin siis

o= O O
S O O
— o O O
o O = O

Permutaatiomatriisilla kertominen vaihtaa kerrottavan matriisin rivien paikkaa. Es-
imerkiksi taméa matriisi P vaihtaa riveja jarjestyksessa 1 — 3 — 4 — 2 — 1.

Jokaisen neliomatriisin rivit voidaan jarjestaa uudelleen niin, etta edella esitetty menetelma
tuottaa LU-hajotelma jalleen toimii. Siis jokaiselle neliomatriisille A 10ytyy permutaa-
tiomatriisi P siten, etta

PA=LU tai A=P LU

Tata sanotaan PLU-hajotelmaksi.

LU-hajotelman motivaatio

Tassa vaiheessa lukija saattaa vield pohtia kysymysta:

Miksi tehda LU-hajotelma? Olemme ndyttdneet, ettd LU/PLU-hajotelman muo-
dostaminen perustuu taysin Gaussin eliminaatioon, joten on syyté pohtia, miksi tehd&
tallainen hajotelma, kun voisimme vain kayttda Gaussin eliminaatiota sen sijaan.

Tutkitaan tilannetta, jossa meilla on ratkaistavana tuhat yhtaloryhmaa

AVl = b1

Avigoo = b1o0o,

joissa kaikissa esiintyy sama matriisi A. Jokaiseen yhtaloryhméaéan voidaan toki soveltaa
Gaussin eliminaatiota yksitellen, mutta tama on varsin tyolasta. Sen sijaan matriisin
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A LU-hajotelma (tai PLU) tarvitsee muodostaa vain kerran, ja sen avulla jokainen
yhtéléryhmé Av; = b; voidaan palauttaa (mahdollista rivien uudelleenjérjestdmisté
vaille) muotoon LUv; = b;. Tdmé voidaan mieltdéd kahtena eri systeeminé

LLIj = bj ja UVj = Llj.

Néma ovat huomattavasti suoraviivaisempia ratkaista, silld (yld/ala)kolmiomatriisin méaarittava
yhtéloryhmé voidaan ratkaista yksi muuttuja kerrallaan aloittaen alhaalta/ylhaalta.

Siis siind missé Gaussin eliminaatio on menetelma yhtaloryhmén ratkaisemiseen, LU /PLU-
hajotelma on esitystapa annetulle matriisille, jota voidaan hyodyntaa uudelleen aina
tarvittaessa.

SVD-hajotelma
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10.

Affiinikuvaus

affine transformation

Algebrallinen kertaluku

algebraic multiplicity

Aliavaruus

subspace

(Saannollisyys)aste,
rangi

rank
Cholesky-hajotelma
Cholesky factorization

Cramerin saanto

Cramer’s rule

Determinantin kaava

formula for determinant

Determinantti

determinant

Diagonalisaatio

diagonalization

Sanasto

Lineaarikuvaus seké vakiotermi, muotoa T'(v) = Av + vy.

Ominaisarvon \; algebrallinen kertaluku kertoo, kuinka
monta kertaa \; esiintyy karakteristisen polynomin
det(A — AI) juurena, eli kuinka monta kertaa termi
(A — \;) jakaa karakteristisen polynomin. Toisin san-
ottuna, polynomin det(A — AI) voi esittdd muodossa
[T, (A — A\)™, missa \; ovat A:n ominaisarvot, ja n,
on ominaisarvon \; algebrallinen kertaluku.

Joukko V' on R™mn aliavaruus, jos se sisaltaa kaikki
jasentensa lineaarikombinaatiot. Triviaaleja aliavaruuk-
sia ovat 0, {0}, ja R™. Yleisemmin vektoriavaruuden V'
aliavaruus W on osajoukko, joka on itsessdan myos vek-
toriavaruus.

Matriisin rivien tai sarakkeiden virittaméan vektoriavaru-
uden ulottuvuus. Riippumattomien sarakkeiden tai riv-
ien lukumaara.

Muotoa A = CCT tai A = (Lv/D)(LV/D)T.

Ratkaisukaava yhtaloryhmalle Ax = b. Cramerin saanto
antaa x; = det(B,)/ det(A), missd B, on muuten kuin A,
mutta sarake numero j on korvattu vektorilla b.

Matriisin A determinantti on n! termin summa. Jokainen
termi vastaa yhta permutaatiomatriisia P niin, etta termi
on AP:wm lavistdjaalkioiden tulo kertaa det(P). Toisin
sanottuna det(A4) = >, det(P) [, (AP).

Madritelty neliomatriiseille. Merkitdan det(A), joskus
|A]l. Determinantti mééaritellddn seuraavan kolmen om-
inaisuuden kautta; identiteettimatriisille péatee det(l) =
1; jos A:n kahden rivin paikkaa vaihtaa, determinantti
pysyy muuten samana, mutta sen merkki vaihtuu; deter-
minantti on lineaarinen jokaisella rivilla. Tasta seuraa,
ettd det(A) = 0 silloin kun A on epésédénnollinen.

Hajotelma muotoa A = SDS™!, tai vaihtoehtoisesti
AS = SD, missa D on diagonaalimatriisi joka pitda
sisallaan A:n ominaisarvot, ja S koostuu A:n ominaisvek-
toreista. Huom! Diagonalisaatio on olemassa vain jos
A:lla on n riippumatonta ominaisvektoria. Diagonal-
isaatiolla on helppo laskea matriisin potensseja: AF =
SD*S~1. Matriisit A ja D ovat similaarisia.
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Diagonalisoituva
matriisi

diagonalizable matrix

Dimensio, ulottuvuus
dimension

Eliminaatio

elimination

Eliminaatiomatriisi

elimination matrizc

Ellipsi ja ellipsoidi
ellipse, ellipsoid

Ensimmaisen asteen ma-
triisi

rank-1 matriz

Epasaannollinen
matriisi, singulaarinen
matriisi

singular matrix

Erityisratkaisu

special solution

Gauss-Jordanin
menetelma

Gauss-Jordan method

Geometrinen kertaluku

geometric multiplicity

LU-hajotelma

LU factorization

Matriisi A on diagonalisoituva, jos sille voidaan muo-
dostaa hajotelma A = SDS™! missid D on diagonaal-
imatriisi. Tamé& on mahdollista silloin, kun A:lla on n
riippumatonta ominaisvektoria.

Vektoriavaruuden V dimensio on sen kantavektorien
lukumaéaara. Huom. vaikka kanta voidaan valita usealla
eri tavalla, sen vektoreiden lukumééra on aina sama.

Sarja rivioperaatioita, joilla redusoidaan matriisi A joko
ylakolmiomuotoon U tai redusoituun porrasmuotoon R.
Talloin A = LU, missa L koostuu kertoimista ¢;;. Vaih-
toehtoisesti PA = LU, missa P on permutaatiomatriisi
joka uudelleenjarjestelee A:n rivit, tai FA = R, missa F
on jokin kddntyva (sdénnollinen) matriisi.

Eliminaatiomatriisi £;; on muuten kuin identiteettima-
triisi, mutta sen arvo kohdassa (i,j) on —/¢;;. T&ma
matriisi vastaa rivioperaatiota, jossa matriisista A
vahennetaan /;; kertaa rivi j rivista ¢. Matriisitulo F;; A
on taman rivioperaation lopputulos.

Ellipsin kaava voidaan esittas muodossa 27 Az = 1, missi
matriisi A on positiivisesti definiitti. Ellipsin akselit ovat
matriisin A ominaisvektoreita. Akselien pituus on 1/ VI,
missd A on A:n ominaisarvo.

Matriisi, jonka rivi- ja sarakeavaruudet ovat yksiulot-
teisia. Kaikki matriisin sarakkeet (ja rivit) voidaan siis
muodostaa yhté saraketta (rivid) skaalaamalla, eli A =

wvl, missd u ja v ovat pystyvektoreita. Huom. A # 0.

Neliomatriisi, jonka aste on pienempi kuin sen koko.
Myos, neliomatriisi, jolla ei ole kadnteismatriisia tai
neliomatriisi jolla on lineaarisesti riippuvia riveja tai
sarakkeita. Neliomatriiseilla det(A) = 0 jos ja vain jos
A on epéasdannollinen.

Ratkaisu yhtaloryhmalle As = 0, jossa yksi vapaa muut-
tuja on s; = 1 ja muut vapaat muuttujat ovat nollaa.

Menetelma kaanteismatriisin laskemiseksi.  Tehdaan
rivioperaatioita tdydennetylle matriisille [A ] kunnes
saavutetaan muoto [I A™'].

ominaisvekto-
ominaisvektorien

Ominaisarvon A\ riippumattomien
rien lukumaéaara. Vaihtoehtoisesti
virittdman avaruuden dimensio.

Hajotelma muotoa A = LU, missa U on
ylakolmiomatriisi. ~ Jos matriisia A eliminoidessa ei
tarvitse kayttaa rivipermutaatioita, matriisi L on
muotoa L;; = £;; (ks. kerroin), ja L;; = 1.
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Hermiittinen matriisi

Hermitian matriz

Identiteettimatriisi

identity matrix

Indefiniitti matriisi

indefinite matriz

Jalki

trace
Karakteristinen
polynomi

characteristic polynomial

Kerroin /;;

multiplier

Kiertomatriisi

rotation matrix

Kolmioepayhtalo
triangle inequality
Kolmilavistajamatriisi,
kolmidiagonaalinen
matriisi

tridiagonal matrix

Kompleksikonjugaatti

complex conjugate

Kuva-avaruus Im(A)

image space, range, column space

Kaanteismatriisi

muerse

Kompleksisille matriiseille symmetristd matriisia vas-
taava kasite. Matriisi on hermiittinen, jos A* = A= A,
missi A tarkoittaa A:n alkioittaista kompleksikonjugaat-
tia. Talloin a;; = a;;.

Matriisi I, jonka lavistajaalkiot I;; ovat 1 ja muut alkiot
nollaa. Matriisille I patee AI = [A = A, eli se toimii
matriisitulossa kuin luku 1 skalaarikertolaskussa.

Symmetrinen matriisi, jolla on seka positiivisia etta
negatiivisia ominaisarvoja.

Matriisin lavistajaalkioiden summa.

Polynomi det(A — AI'), missd A on muuttuja. Karakter-
istisen polynomin juuret ovat matriisin ominaisarvoja.

Kerroin, jota kaytetaan 7. rivin pivotsarakkeen elimi-
noimiseen rivin j avulla. Rivi j kerrotaan kertoimella
¢;; ja vahennetaan rivista ¢. Jotta haluttu alkio saadaan
eliminoitua, kerroin on valittava ¢;; = A;;/A;x, missé k
on pivotsarake.

Kaksiulotteisille vektoreille Ry = cosf —sin 9]. p-

sinfl  cosf

eraatio Rv pyorayttaa vektoria v kulman 6 mukaisesti
vastapaivaan. Matriisin Ry kaanteismatriisi saadaan
kiyttamilld kulmaa —0. Huom! R,' = Rl eli Ry on
ortogonaalinen matriisi. Matriisin R ominaisarvot ovat
e ja e ja sen ominaisvektorit ovat (1,7) ja (1, —1).

Vektoreille u ja v pétee |u + v| < |u| + |v].

Kuin lavistajamatriisi, mutta myos alkiot lavistajan
"lahelld” voivat olla muuta kuin nollaa. Toisin sanottuna
matriisi 7" on kolmilavistajamatriisi, jos T;; = 0 aina kun
li —j| > 1.

Kompleksiluvun "peilaus” z-akselin suhteen. Jos z =
x + 4y, niin zn kompleksi konjugaatti on z = = — 1y.
Huom. 2z = 22 + ¢ = |2|%.

Matriisin A sarakkeiden virittaméa vektoriavaruus. A:n
sarakkeiden kaikkien mahdollisten lineaariyhdistelyiden
joukko.

Neliomatriisin A kaanteismatriisi A~! toteuttaa AA™! =
I. Kaanteismatriisi on yksikéasitteinen, ja matriisin A~!
kaanteismatriisi on A. Matriisilla on kdanteismatriisi jos
ja vain jos det(A) # 0, eli kun se on sdanndllinen.
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Liitannaisyys

associativity

Lineaarikuvaus

linear transformation

Lineaarikombinaatio

linear combination

Lineaarinen riippuvuus

linear dependency

Lohkomatriisi

block matriz

Lohkomatriisien tulo
block product

Lavistajamatriisi, diago-
naalimatriisi

diagonal matriz

Markovin matriisi

Markov’s matrix

Matriisitulo

matriz product

Matriisi-vektoritulo

matriz-vector product

Nilpotentti matriisi

nilpotent matrix

Matriisien tulolle pétee (AB)C = A(BC), eli tulot voi
laskea missa jarjestyksessa tahansa. Nain ollen sulut
voidaan jattaa pois ja kirjoittaa vain ABC.

Funktio T', joka kuvaa vektorin v joksikin toiseksi vek-
toriksi T'(v). Ollakseen lineaarinen kuvauksen 7' on
taytettavd ehto T'(av + bw) = aT'(v) + bT'(w) kaikille
skalaareille a, b ja vektoreille v, w.

Vektorien skaalausta ja summausta. Esim. skalaareille
ai,...,a, ja vektoreille vy,..., v, summa » "  a;v; on
vektorien vy, ..., v, lineaariyhdistely.

Vektorit vy, ..., v, ovat lineaarisesti riippuvia, jos on ole-
massa kertoimet aq,...,a, siten etta Z?:l a;v; = 0 ja
a; # 0 jollekin j =1,...,n.

Matriisin voi jaotella osiin niin, etta matriisi koostuu
pienemmista matriiseista, joita kutsutaan lohkoiksi.

Lohkoihin  jaettujen matriisien tulon voi laskea

lohkojen  avulla, mikali  lohkojen koot  sopi-
: An Al |[Bun Br

vat yhteen. Esim. =
Y L‘lzl Aga| |Ba1 B

A11B11 + A19Boy

A11 B2 + A12 By
A91By1 + Ay Boy

Ag1Bya + Ay B

Matriisi, jonka alkiot ovat nollaa kaikkialla muualla,
paitsi lavistéjalla, eli kohdissa (i,17).

Kaikki matriisin M arvot ovat epanegatiivisia ja jokaisen
sarakkeen alkioiden summa on 1. Suurin ominaisarvo
on 1. Jos M;; > 0, matriisin potenssien M k sarakkeet
lahestyvat tasapainotilan ominaisvektoria Ms = s > 0.

Matriisit A ja B voidaan kertoa keskenéin, jos niiden
koot ovat yhteensopivat; matriisilla A on oltava yhta
monta saraketta kun B:lla on riveja. Matriisitulon AB
alkio (7, j) muodostetaan summana Zle A, By,;. Toisin-
sanottuna (AB);; on rivin A; ja sarakkeen B; pistetulo.
Jos matriisit A ja B ovat kokoa m x k ja k x n, matriisi
AB on kokoa m X n.

Matriisin A ja pystyvektorin x tulo on lineaariyhdistely
A sarakkeista; Ax = )" | A;z;. Lopputulos on siten
m x 1 vektori, jos A on kokoa m x n.

Matriisi A on nilpotentti, jos jollekin £ = 0,1,...
pitee A¥ = 0. Esimerkiksi ylikolmiomatriisit, joiden
lavistajaalkiot ovat nollaa, ovat nilpotentteja.
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Nolla-avaruus,
ydin Ker(A)

nullspace, kernel

Nolla-avaruusmatriisi

nullspace matriz

Normaali matriisi

normal matrizc

Normaaliyhtalo

normal equation

Ortogonaalinen matriisi

orthogonal matriz

Ortogonaaliset aliavaru-
udet

orthogonal subspaces

Ortonormaalit vektorit

orthonormal vectors

Ominaisarvo,
ominaisvektori

eigenvalue, eigenvector

Ominaisarvolause

spectral theorem

Niiden vektoreiden x joukko, joille Az = 0. Naiden
vektorien joukko muodostaa vektoriavaruuden. Jos A
on m X n matriisi jonka saannollisyysaste on r, nolla-
avaruuden dimensio on n — r.

Nolla-avaruusmatriisin N sarakkeet ovat yhtaloryhman
As = 0 erityisratkaisut. FErityisratkaisuja on aina n —
r, missd n on A:mn sarakkeiden lukumaéaara ja r on A:n
saannollisyysaste.

Matriisi A, jolle patee AAT = ATA. Télloin A:n omi-
naisvektorit ovat ortonormaaleja.

Yhtaloryhma ATAz = ATbh. Jos A on tiysasteinen,
normaaliyhtalon ratkaisut ovat pienimman neliosumman
ratkaisuja yhtaloryhmalle Az = b. Yhtalo kertoo, etta
kaikki A:n sarakkeet ovat ortogonaalisia vektorin b — Az
kanssa.

Matriisi on ortogonaalinen, jos Q7Q = I. Ortogonaal-
isille matriiseille patee Q7 = Q7!, eli kidnteismatriisi on
helppo laskea. Ortogonaaliset matriisit sailyttavat vekto-
rien pituudet, eli |Qx| = |z| ja (Q2)T(Qy) = 27QTQy =
2Ty, Kaikki Q:n ominaisarvot ovat kokoa |A| = 1, ja
ominaisvektorit ovat myos ortogonaaalisia. Esimerkiksi
kiertomatriisit, peilausmatriisit ja permutaatiomatriisit
ovat ortogonaalisia.

Aliavaruudet V' ja W ovat ortogonaalisia, jos kaikki vek-
torit v € V ja w € W ovat ortogonaalisia keskenédéan, eli
viw = 0.

Vektorit qq,...,q, ovat ortonormaaleja keskenaan, jos
¢'q; = 0 aina kun i # j ja |¢;| = 1. Jos ortonor-
maalit vektorit jarjestetddn matriisin () sarakkeiksi, niin
QTQ = I, eli Q on ortogonaalinen matriisi. Jos @ on
neliomatriisi, sen sarakkeet muodostavat ortonormaalin
kannan avaruudelle R™; jokainen vektori R™:ssa voidaan
ilmaista ():n sarakkeiden lineaariyhdistelyna.

Neliomatriisin A ominaisarvo on luku, jolle on olemassa
vektori x # 0 siten ettd Ar = Ax. Talléin x on omi-
naisarvoa \ vastaava ominaisvektori. Ominaisarvoille A
péatee myos det(A — AI) =0

Jos A on reaalinen symmetrinen neliomatriisi, niin on
olemassa hajotelma A = QDQ?, missi D on reaalinen
lavistajamatriisi, joka pitaa sisallaan A:n ominaisarvot, ja
() on ortogonaalinen matriisi, jonka sarakkeet ovat A:n
ominaisarvoja. Mekaniikassa ):n sarakkeita kutsutaan
paaakseleiksi.
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Osittelulaki
distributivity

Peilausmatriisi

reflection matrix

Permutaatiomatriisi

permutation matriz

Pienimman
neliosumman ratkaisu

least-squares solution

Pistetulo
dot product

Pituus
length

Pivot
pivot

Pivot-sarakkeet

pivot columns

Porrasmuoto

echelon matrix

Positiivisesti
definiitti matriisi

positive-definite matrix

Projektio suoralle

projection onto a line

Matriisitulolle pétee A(B + C') = AB + AC.

Matriisi muotoa Q = I —2uu’, missa |u| = 1. Matriisi Q
peilaa yksikkovektorin u vektoriksi Qu = —u. Vektorit,
jotka ovat ortogonaalisia u:n kanssa, pysyvat muuttumat-
tomina, silla ne ovat "peilausakselin” suuntaisia.

Permutaatiomatriisi on matriisi, jolla kertomalla voi
uudelleen- jarjestelld matriisin rivit tai sarakkeet. Per-
mutaatiomatriisin sarakkeet ovat samat kuin identiteetti-
matriisilla 7, mutta mahdollisesti toisessa jarjestyksessa.
Tulo PA jarjestelee matriisin A rivit ja AP sen sarakkeet.
Erilaisia jarjestyksia n alkiolle on olemassa n! kappaletta,
ja siten myos permutaatiomatriiseja on nain monta. Per-
mutaatiomatriisille patee det(P) = £1.

Pienimman neliosumman ratkaisu z on ratkaisu, joka
minimoi virheen |e|] = |AZ — b|. Se on my0s ratkaisu
normaaliyhtalolle AT Az = ATb.

Vektorien v ja w pistetulo on v-w = Y7 vw; = vlw =

wly = VIWL + -+ VW,

Vektorin v pituus |v| on yleistys Pythagoraan lauseesta,
ja sen voi laskea kaavalla |v| = /v + -+ + v2 = VvTw.

Eliminaatiossa ensimméinen (vasemmalta laskien) nol-
lasta eroava sarake rivilla, jota silla hetkella kasitellaan.

Porrasmuodossa olevan matriisin kullekin riville se
sarake, jolla on ensimmainen nollasta poikkeava arvo.

Eliminoitu matriisi on jarjestetty niin, ettd alempien
rivien pivot-sarakkeet ovat ylempien pivot-sarakkeiden
oikealla puolella ja nollarivit ovat alimpana. Nain ollen
kunkin rivin pivot-alkion alapuolella on vain nollaa. Ma-
triisin nollat muodostavat porrasmaisen kuvion.

Symmetrinen neliomatriisi, jonka ominaisarvot ovat posi-
tiivisia. Maaritelmallisesti kaikille vektoreille x # 0 pétee
2T Ax > 0. Porrasmuodossa ollessaan matriisin pivot-
alkiot ovat positiivisia.

Olkoon L origon kautta kulkeva suora, joka kulkee pis-
teen a lapi. Projektiomatriisi, joka heijastaa vektorin v
suoralle L on P = aa’ /a’ a, ja projisoitu vektori on muo-
toa Pv = a(a’v/a’a). Matriisin P siddnnollisyysaste on
1.
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Ratkeava yhtaloryhma

solvable system

Redusoitu porrasmuoto

reduced row echelon form, rref(A)

Riippumattomat vek-

torit

independent vectors

Ristitulo

cross product

Riviavaruus Im(A7T)

row space

Semidefiniitti matriisi

semidefinite matrix

Permutaation signum

sign of a permutation

Similaariset matriisit

stmilar matrices

Skalaarikolmitulo

volume of a box

Spektri

spectrum

Symmetrinen hajotelma

symmetric factorization

Yhtaloryhma Ax = b on ratkeava, jos sille on ole-
massa ratkaisu x. Yhtaloryhmalle on olemassa ratkaisu
tasmaélleen silloin kun b kuuluu A:n kuva-avaruuteen.
Jos matriisi A on sadénnollinen, yhtaloryhmé on aina
ratkeava.

Matriisi A on eliminoitu siten, etta pivot-alkioiden yla- ja
alapuolella on vain nollaa, ja rivit on skaalattu siten, etta
pivot-alkiot saavat arvon 1. Redusoidun porrasmuodon
rivit muodostavat kannan matriisin A kuva-avaruudelle.

Vektorit vy, ..., v, ovat riippumattomia jos ja vain jos ei
ole olemassa lineaariyhdistelya jossa civy +- - -+ cpv, =0
ja ¢; # 0 jollekin j = 1,...,n. Toisin sanottuna,
yhtakaan vektoreista v; ei voi muodostaa vektoreiden

V1, .y Vis1, Vsl - - -, Up lineaariyhdistelyna.

Ristitulo kolmiulotteisten vektorien u ja v valilla on ni-
ille kohtisuora vektori, jonka pituus on |u||v||sinf|. Sen
koordinaatit saadaan matriisin [i j k;u; us us;v; vg vs)
determinantin avulla.

Matriisin A rivien lineaariyhdistelyiden virittama vekto-
riavaruus.

Symmetrinen matriisi A on positiivisesti semidefiniitti,
jos 2T Az > 0 kaikille z € R". Vastaavasti matriisi on
negatiivisesti semidefiniitti, jos 27 Az < 0.

Jokaista permutaatiota ¢ vastaa permutaatiomatriisi
P,, jonka voi rakentaa identiteettimatriisin sarakkeita
keskenéén vaihtamalla. Permutaation signum, sgn(o),

on 1, jos P, voidaan muodostaa [:sta parillisella
maaralla sarakevaihtoja, -1 muuten. Patee myos
sgn(c) = det(P,). Voidaan my6s laskea kaavalla

sgn(o) = [, 222,

Matriisit A ja B ovat similaarisia, jos on olemassa jokin
saannollinen matriisi M siten ettd B = M~YAM. Matri-
isit ovat similaarisia, jos niiden ominaisarvot ovat samat.

3 x 3 matriisin A rivit (tai sarakkeet) méérittavét suun-
nikkaan, jonka tilavuus on |det(A)]|.

Arvo

Matriisin ominaisarvojen joukko {Aj,...,A,}.

max |\;| on matriisin spektriside.

Hajotelma muotoa A = LDLT tai A = QDQT (L
alakolmiomatriisi ja () ortogonaalinen). Matriisi D on di-
agonaalinen ja koostuu matriisin A ominaisarvoista. Ma-
triisin D positiiviset pivot-alkiot ja A:n positiiviset omi-
naisarvot ovat yhtasuuret.

29



Symmetrinen matriisi

symmetric matrix

Standardikanta vektori-
avaruudelle R"

standard basis for R™

Saannollinen matriisi,
taysiasteinen matriisi
full-rank matriz
Takaisinsijoitus.

back-substitution

Transpoosi

transpose

Taydellinen ratkaisu.

complete solution

Taydennetty matriisi.

augmented matriz

Taysi sarakeaste, taysi
riviaste

full column rank, full row rank

Ulkotulo

outer product

Unitaarinen matriisi

unitary matrix

Vaihdannaisuus

commutativity

Vandermonde-matriisi

Vandermonde matriz

Vapaa muuttuja

free variable

Vapaat sarakkeet

free columns

Matriisi on symmetrinen, jos A = AT,

Identiteettimatriisin sarakkeet, eli n-ulotteiset vektorit,
joiden ainoa nollasta eroava alkio on 1, muodostavat kan-
nan avaruudelle R".

Matriisi,  jonka sddnnollisyysaste on  min(m,n).
Neliomatriisi, jolla on kaanteismatriisi. Matriisi, jonka
sarakkeet (tai rivit) ovat lineaarisesti riippumattomia.

Kun yhtaloryhméa on saatettu ylakolmiomuotoon,
voidaan ratkaisu selvittaa muuttuja kerrallaan ”alhaalta
ylos”, muuttujasta x,, muuttujaan x;.

Matriisin "peilaaminen” sen lavistdjan suhteen. Patee

(AT)ij = Aji.

Yhtaloryhman kaikkien ratkaisujen ilmaiseminen muo-
dossa r = x, + x,, missa z, on yksittaisratkaisu ja x,
toteuttaa yhtaloryhméan Az, =0 (eli z,, € N(A)).

Yhtaloryhma Az = b ilmaistuna muodossa [Ab], missa
matriisia A on tdydennetty sarakkeella b.

Matriisin kaikki sarakkeet (tai rivit) ovat lineaarisesti ri-
ippumattomia. Vastaavasti matriisin nolla-avaruus on
triviaali N(A) = () ja sen kuva-avaruuden ulottuvuus on
matriisin sarakkeiden lukumaara.

Vektorioperaatio kahden pystyvektorin valilla, merkitaan
wwv?. Jos u € R™ ja v € R, tuloksena on m x n matriisi
jonka rangi on yksi. Lasketaan (uv?);; = u;v;.

Matriisi U on unitaarinen jos U*U = [. Toisinsan-
ottuna, matriisin U konjugaattitranspoosi on myos sen
kaanteismatriisi.

Jos matriiseille A ja B pitee AB = BA, sanotaan etta
matriisit kommutoivat keskenaan. Ei yleensa pade ma-
triisitulolle. Jos matriisit lisaksi diagonalisoituvia, niiden
ominaisvektorit ovat samat.

Matriisi V, jolle Ve = b maéérittelee polynomin p(x) =
co+ -+ cp12™ ! jolle p(z;) = b;. Maaritelladn V;; =
(;)7~". Matriisin V' determinantti on [, (z; — ;).

Muuttuja x; on vapaa, jos eliminaatiossa sarakkeella 7 ei
ole pivot-alkiota. Yhtaloryhma ratkeaa milld tahansa va-
paiden muuttujien z; arvoilla, ja loput muuttujat voidaan
ratkaista niiden suhteen (jos ratkaisu on olemassa).

Sarakkeet joilla ei ole pivot-alkiota eliminaatiossa.
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Vektori avaruudessa R"

vector in R™

Vektoriavaruuden kanta

basis of a vector space

Vektoriavaruuden
virittava joukko

spanning set of a vector space

Vektoriavaruuksien
sumima, suora sumina

direct sum

Vektorien yhteenlasku

vector sum

Vinosymmetrinen matri-
isi

skew-symmteric matriz

Yksittaisratkaisu

particular solution

Vektori avaruudessa R™ on n reaaliluvun sekvenssi

(X1, ..., Tp).

Joukko lineaarisesti riippumattomia vektoreita, joiden
lineaariyhdistelyina voidaan esittaa mika tahansa avaru-
uden vektori. Vektoriavaruudella voi olla monta erilaista
kantaa, mutta niiden koko on aina sama (ks. dimensio).

Vektorit wvq,...,v; virittavat vektoriavaruuden V', jos
kaikki vektorit V:ssa voidaan muodostaa niiden lineaariy-
hdistelyind. Huom! Virittava joukko ei ole valttamatta
kanta; vektorit saavat olla lineaarisesti riippuvia. Siispa
avaruuden V' dimensiota ei voida laskea virittavan joukon
koosta.

Vektoriavaruus V + W, joka koostuu vektoreista v + w.
Jos V:n ja W:n ainoa yhteinen alkio on 0, niin V' + W:ta
kutsutaan myo6s suoraksi summaksi. Téalloin dim(V +
W) =dimV + dim W.

Kahden wvektorin alkiottainen summa. Vektorien on

oltava saman kokoiset. (v 4 w); = v; + w;.

Matriisi on vinosymmetrinen jos AT = —A. Matriisilla
A ei talloin ole reaalisia ominaisarvoja, vaan kaikki ovat
imagindarisia. Ominaisvektorit ovat ortogonaalisia, ja
e on ortogonaalinen matriisi.

Mikéa tahansa yksittdinen ratkaisu yhtaloryhmélle Ax =
b. Jos yhtaloryhmalla ei ole vapaita muuttujia, yk-
sittaisratkaisu on myos ainoa ratkaisu.
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